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DES 

FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

Chapitre premier. 

Définitions et théorème fondamental d'ABEL sur Vaddition des 
intégrales elliptiques. 

1 • Dans l'intégrale définie 

/* dx rç dç 

o o 

où x = sinç, on considère 9, x, j/^l — x 2 et J/^l— k 2 x 2 comme fonctions de 
11, chacun des radicaux \f\ — x 2 et \f\ — k 2 x 2 avec le signe quil aura à 
la fin de l'intégration, en supposant qu'il commence pour x -— o par la valeur 
positive + 1. On les nomme fonctions elliptiques de u, et cette dernière 
intégrale elliptique de x et de 9. 

La constante k est nommée le module de l'intégrale u ou des fonctions 
elliptiques 9, x, }/ 1 — x' 2 , \fl — k 2 x 2 . La quantité [fl —k 2 est nommée le 
module complémentaire et désignée par k'. On a donc entre les deux modu- 
les l'équation: k 2 + k' 2 — 1. 

Pour bien iixer les valeurs des modules k et k', le carré k 2 étant 

donné, nous choisirons les signes des racines carrées de k 2 et k' 2 tels que, 

si k 2 ou k' 2 sont réelles et positives, k ou k' seront positives ; si k 2 ou k' 2 est 

y ^2 - 

réelle mais négative, on choisira le signe de k tel que: k — --. - = — if/ - k 2 , 

V~- k' 2 /—' 1 r 

etdek'telque: k'^- — . - — — \y -k' 2 , i désignant l'index imaginaire y -1 ; 

enfin si k 2 et k' 2 sont imaginaires, on choisira le signe de k et de k' tel que 
leurs parties réelles seront positives. 
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L'arc ç est nommé l'amplitude de u; x est donc le sinus de C amplitude 
de u, et J/i — x 2 le cosinus de C amplitude de u; }/i— k 2 x 2 est nommée le Delta 
de l'amplitude de u. L'intégrale u est nommée ^argument dont C amplitude est 
^p, ou V argument dont le sinus de Vamplitude est x. 

On désigne ces fonctions par les abréviations suivantes: 

ç — am (u,k), ou simplement am u, 

x — sin am (u,k), ou simplement sin am u, 

|/^1 — x' 2 = cos am (u,k), ou simplement cos am u, 

J/^l — k 2 x 2 = A am (u,k), ou simplement A am u, 

u — arg am (ç,k) = arg sin am (x,k), ou simplement = arg am ç = arg sin am x. 

<^« Si l'on fait pour abréger |/^1 - x' 2 •-= y. |/"l — k' 2 x 2 -■= z, on aura: 

, ydy zdz , 

dx — — • - = — - 2 , et par conséquent: 



3. 



do dx dy dz 

Aç yz xz kxy 

De là on trouve les différentielles: 

dç — Aç . du, ou d (am u) = A am u . du, 
dx --=* yz . du, on d (sin am u) — cos am u . A am u . du, 
dy = — xz . du, ou d (cos am u) - — sin am u . A am u . du, 
dz = — k 2 xy . du, on d( A am u) — - — k 2 sin am u . cos am u . du. 

Considérons les trois équations: 



(1) |x 2 (a + x 2 2 ) + bKl-X2 
Ixs(a+ X3 2 H-bl/ï-x 3 



Vl— k 2 X! 2 - o, 



x 3 ' 2 — o. 



*. j/T- k*s 
Les quantités Xi, x 2 et x 3 satisfont alors toutes à l'équation: 

x (a + x 2 ) + b j/T^x 2 . |A— k*x*"= o, 
ou Xi 2 , x 2 2 , x 3 2 sont les racines de l'équation du troisième degré par rap- 
port à x 2 : 

(2) x 2 (a 4- x 2 ) 2 - b 2 (l - x 2 ) (1 - k 2 x 2 ) = o. 

On a par conséquent: 
x 2 (a4x 2 J 2 -b 2 (l-x 2 )(l -k 2 x 2 ) = x 6 -(b 2 k 2 - 2a)x 4 4(a 2 4 b 2 4" b 2 k 2 )x 2 -b 2 •-= 

«(x^-x^Hx^-x^x*- x 3 2 ), 
et de là: 

rx 1 2 +x. 2 2 +x 3 2 -^b 2 k 2 -2a, 

(3) jx 2 2 x 3 2 4 xi*x 3 2 + Xl 2 x 2 2 =a 2 4- b 2 4" b*k*, 

[ Xj x 2 x 3 ■= b , 

Les cinq quantités x u x 2 , x 3 , a et b étant liées par les trois équations 

(1) ou (3), les signes de x A , x 2 et x 3 étant toujours déterminés par les 

équations (1), on peut en considérer deux quelconques comme variables 
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indépendantes, et déterminer les trois autres en fonctions de ceux-ci. Consi- 
dérons donc a et b comme les variables indépendantes. Si Ton pose pour 

abréger : 

9(x) — x 2 (a + x 2 ) 2 - b 5 (l-x 2 )(l-kV), 

on aura: Çt*i) = °* 9(x 2 ) ~ o, <p(x 3 ) == o. 

Différentions ces équations. En désignant par <p'(x) la dérivée de <p(x) 

par rapport à x seule, a et b étant considérées comme constantes, on trouvera: 

d<?(xi) = Ç'Ui) . dxH- d a 9(xi) . da -f dbÇfo) . db = 

= 9'(x.) , d Xl + 2 Xl 2 (a -f- x, 2 j.(hi -2b(l -xi*j(l -k- Xl 2 ).db = o, 

et de là: 

ç'(xi) . d Xl -= - 2 Xl 2 (a + Xl 2 ) . da -f 2b (1 ~x r 2 )(l -k 2 Xl 2 ) . db. 

En vertu de la première équation (1) on a maintenant: 

xifa + X! 2 ) =- - b|/"l -xt*. J/Ï^X! 2 , 

b(l — x, 2 )(l-k 2 x 1 *)= - Xl (a + x, 2 ) . Y\ - Xl 2 . j/l-k 2 Xl 2 , 

et en substituant ces valeurs dans l'équation précédente on trouvera: 

ç'Ui) • d Xl --= (2bx x . da — 2x, (a + x, 2 ) . db) . j/l -x,\ |/"i -k^xV 2 , 

_dxi = 2x x (b.da - a.db) — 2x1Mb 

l/l-xi 2 . l/T—k^x 2 ?'(xi) ' 

De même on aura: 

dx 2 2x 2 (b.da-a.db) - 2x 2 3 .db 

Y\ -x 2 2 . Yl -k 2 x 2 2 ?'(x 2 ) " ' 

dx 3 2x 3 (b.da - a.db) — 2x 3 3 . db 

Ki-x,^yi-kv ~ 9/(X3) 

et en ajoutant ces trois équations: 

dxi . dx 2 , dx3 ^ 



Vl-xi*.Yl-V*i* Kl-x 2 2 .j/l-k 2 x 2 2 l/l-x 3 2 .l/"r-k 2 x 3 2 

" 2 (,-ï.,+ ? w+9Îij! (ba »- db) - 2 î &+JÙ+ *&}* 

On a maintenant: 

9(x) = (x 2 - Xl 2 ) (x 2 - x a a ) (x 2 - x 3 2 ); 
et en différer) tiant par rapport à x: 

?'(x)-2x(x 2 -x 2 2 )(x 2 -x 3 2 ) r -2x(x 2 -x 2 )(x 2 -x 3 2 )+2xU 2 -x 1 2 Kx 2 x 2 2 ). 
De là on trouve: 

X! 1 X] 3 = Xi 2 . 

9'(X, ) ~ 2 (X! 2 - x/) ( Xl 2 - x 3 «)' «'(x,) " 2 (x, 2 - x 2 2 ) ( Xl 2 - x 3 2 ) ' 

x 2 1_ x 2 3 _ x 2 2 

9'(x 2 f * 2 (V— xi «)&*"- xi*)' VU*)' ""2"(:x,*-x";*)(x s «-x,'*)' 

x, 1 x 3 3 _ _ *sl 



9'(x 3 ) " 2(x 3 2 -x 1 2 j(x 3 2 -x 2 2 )' 9'(x 3 ) 2(x 3 2 -x 1 2 Xx 3 2 -x 2 2 )' 

1* 



En ajoutant et réduisant au même dénominateur, on aura donc: 



ç'( Xl ) ' ç'(x 2 ) ' ç'(x 3 ) 2(x 1 4 -x 2 2 )(x 1 2 -x s 2 )(x t 4 -X3 a ) 

xi s , x. 2 3 x 3 3 _ x, 2 (x t 8 -x 3 2 )-x a a (x, 2 -X3 a )+x 3 i8 (x 1 a -xj t j 



Ç'fa)^ Ç'(x 2 ) T ?'(x 8 > 2(X 1 2 ~X 2 2 )(X 1 2 -X3 2 )(X 2 2 -X 3 2 ) 

et par conséquent: 

dxi , dx 2 , <ix3 



En intégrant depuis x t ■=■- o, X2 ~ o, X3 = o, on trouvera: 

/xi dx , px a dx , p x 3 dx 

o pî^xVJ7î^P^ 2 JjA^.j/'i-kV 2 Jv r ilx»".V r ï-kV "" ' 

C désignant une constante. Pour la déterminer on remarquera que pour 
X]l = o et x. 2 — o on aura en vertu des équations (1) b ■= o, et de là en 
vertu de la seconde équation (3) a — 0, et en vertu de la première équa- 
tion (3) : x 3 = 0. Donc on aura C — o, et: 

/xi dx , rx 2 dx , PX3 dx 

o îTî-xM/î-k^x 2 J yu^yJ^ 1 J yTZpyï- 

où x t , X2i x 3 sont liées par les équations (1). 

Si l'on pose X3 = — £, la dernière équation et les équations ( l ) don- 
nent lieu au théorème suivant sur Tadditiou des intégrales elliptiques: 

Si les trois quantités x u X2 et £; sont liées entre elles par les équations : 

,x, (a + Xl 2 ) -f bl/l-xi 3 - VÏ=Â? = o, 
(4) <x a (a + x#) -f bVÏ-xf. l/l -k% 2 = o, 



— o, 

k 2 X 2 



Îxiia 
x a (a 
S (a 



4- l s ) - b^l-f* . Kl-k*£« = o,. 
l'intégrale elliptique de £ sera la somme des intégrales elliptiques de x, et 
de xj, ou l'on aura entre ces trois quantités l'équation: 
(5) Ç*_i dx r** dx ^ fï___ . d ?_ 

j |/"ï-x*. j/i-kv " J i/ï- x2 - Kfiis* ™ «{ yî-xi yi-w' 

4. Si l'on pose pour abréger: 

les équations (4) précédentes deviendront: 

IxJa + x^H-by^! = 0, 
x 2 (a + x 2 2 ) + by 2 z 2 --= o, 

Des deux premières de ces équations on tire: 

( 2 ) a = x g 3 yi z i~" x i 3 yg z g b = x i x * (x ^ - x 2 2 ) 
X1V2Z2 — XayiZ! 1 X!y 2 Z2^ X2yxZ! 



En substituant ces valeurs de a et b dans la dernière des équations 
Cl) on trouvera £. Mais on en déduira plus facilement la valeur numé- 
rique de la dernière des équations (3) du 3 •' x, 2 X2 2 £ 2 ^= b 2 , de laquelle on 
trouve: £ =- ± -• . Le signe de £ sera déterminé par l'équation (1): 

x l x 2 

£ (a -]- £ 2 ) — bï]Ç — o, en remarquant que pour des valeurs évanouissantes 
de X! et X2, £ s'évanouira en même temps, et que y A , zi, ya, Z2, tq et Ç 

s'approcheront de + 1. Alors a s'approchera de la valeur: — — 11 -= 

x x (x 2 x 2 ) Xl Xa 

= -(xi 2 +xix 2 + x 2 2 ), et b de la valeur: - J -^ L — = X1X2 (xi-f- x 2 ), et par 

b a Xl Xa 

conséquent: a 4- ? = a +• 2 2 de la valeur: -(x^-fx^-f^'j+fo-}^) 2 ^ 

X l X 2 

— X!X2- L'équation : £ (a -f" £ 2 ) b^Ç -= o, s'approchera alors de : £x,X2-b --- o, 
donc: £ - = 4- . En substituant la valeur de b on aura enfin: 

X,X 2 

(3) g„_?i--.^-.-. 
xiy2Z2— x 2 y,z! 

On peut trouver les valeurs de •*) — }/"î — '£ 2 , et de Ç = |/ r l— k 2 £ 2 
en y substituant la valeur de £;. Mais on les trouvera plus facilement en 
retournant à l'équation (2) du 3: x 2 (a + x 2 ) 2 - b 2 (1-- x 2 ) (1 - k 2 x 2 ) -= o, 
et remarquant que le premier membre de cette équation est en même temps 
une fonction de y 2 et de z 2 , et que ses trois racines seront alors: y 2 , y 2 2 , 
*ï 2 , et z^, z 2 2 , Ç 2 . En y substituant y 2 = 1 — x 2 , x 2 — 1 — y 2 , cette équa- 
tion, deviendra: 

(l-y 2 )(a+ 1 - y 2 ) 2 - b*y 2 (k' 2 +k V) - o = - (y 2 -y ! 2 )(y 2 - y 2 2 )(y 2 - y) 2 ). 
De là on tire: yi*y 2 2 '*) 2 = (a + l) 2 , ï] = ± a - . Pour déterminer ici le 

yiy2 

8igne, on fait xi^= o, X2 = 0. On a alors yi "= + 1* v 2 == ~t~ 1* et comme 
nous avons vu plus haut: a — 0, £ = o, et de là: **] — + 1. Donc on 
doit avoir: **)"=-+- — . En substituant la valeur de a de l'équation (2) : 

n — x|yizi— xi 3 y 2 z 2 . x 1 y 1 2 y2z. 2 — xiy x y£zi ., 

a = — - - J ,on aura: afl -— —^ , et de la: 

xiy 2 Z2 — x 2 yi z! • xiy 2 z 2 — x 2 yizx 

(4) * _ Xiyi^ — *2 V 2Zl 

Xiy 2 Z2 — X2y,Z!' 

De même en substituant dans l'équation (2) du 3: z 2 •= 1 — k 2 x 2 , 
1- 
k s 
et? 2 : 

(l-z 2 )(ak 2 -{- 1-z 2 ) 2 b 2 (k 2 - l+z 2 )z 2 1 a 2 2 
k 6 k 2 ~ ~ -o--- 6 (z 2 - Zl -Kz 2 -z 2 2 )(z 2 .^). 

De là on tire: Zl 2 z 2 2 Ç 2 = (ak 2 -f 1) ? , Ç^± ak2 +-\ Pour déterminer ici 

ZjZ 2 

le signe, on fait comme auparavant: 

X!= 0, x 2 = 0, d'où: zi= + 1, z 2 ^= -j- !? a = 0, £ — o, Ç = + 1. 



x 2 = Q , on aura une équation en z 2 , dont les trois racines seront zi 2 , z 2 2 
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ak 2J - 1 
Donc on doit avoir: Ç =■- ■ -) — . En substituant la valeur de a de 

z l z 2 

l'équation (2) : 

a ._= ?jyj*i7z±i'y** % on aura: akH - ! „x_ 1 yg z,^x,y lZlZ ^ etdeIà: 

Xiy 2 z 2 — x 2 y!Zi x,y 2 z2— x 2 y 1 z 1 

(5) Ç --- ? I? * Z JL"T._ X2 7 1 z *. 

Xiy 2 z 2 — x 2 y l z 1 * 

"• On peut mettre les trois formules de $, ï], Ç, sous autres formes en 
multipliant les numérateurs et les dénominateurs des fractions, soit avec: 
Xiy 2 z 2 ,-f~ xsyjz^ soit avec: x^z.2 4" x 2 y 2 Zj, soit avec: x l y 2 Zj + x 2 yj^ z 2 . 
En remarquant que: 

y-2 V l X x X 2 , Z 2 Zj — K ^X L X 2 J, 
v 2_ 2 V 2 7 2_U2/ Y 2„ Y 2) Y 2„ 2 Y 2„2_ Y 2__ Y 2 Y 2 V 2 Y 2 V 2 _ Y 2 Y 2 

^2 z i -yi z 2 -K ^x x x 2 ). t x l z 2 -x 2 z t — x 1 x 2 , Xi y. 2 x. 2 yj ~ x l -x. 2 , 

on trouvera: 
(x 1 y 2 z 2 -X2yiZ 1 )(x 1 y 2 z 2 +x 2 yiZ^=x 1 2 y 2 V x 2 *y 1 2 z 1 , =x, 2 y 2 2 k^x^ya 2 x^y^+^x^x/yi 2 

= rx! 2 — ^o-kw, 

(xiyiz 2 — x 2 y 2 z l )(x,y 2 z 2 + x 2 y,z 1 ) = x l 2 yiy 2 z., 2 - XiXay^ziZa+XiXay^ZiZa— x a 2 yiy 2 Z|* = 

=(x! 2 — x 2 2 ; (yiy 2 — x,x 2 ziz 2 ), 

(xiy 2 Zi— x 2 y,z 2 ) (x^gZa+x^Zi) = x, 2 y 2 2 ZiZa - XjX^yaZa 2 -)- x^^y^ 2 — x 2 2 y, ? z 1 z 2 = 

= C x i ? — x 2 2> ) (z x z 2 — k*xix 2 yiy 2 ), 

(xiy 2 z 2 — x 2 y 1 z 1 )(x l y 1 z 2 +x 2 y 2 z 1 )=x, 2 y l y 2 z 2 2 — x 1 x 2 y 1 2 z 1 z 2 + XiXiyJzfa— x 2 *y,y 2 z, 4 = 

=±(x! 2 — x 2 ? ) (yiy 2 + x 1 x 2 z 1 z 2 ), 

(xiyiz 2 — x 2 y 2 Z!) (x!y,z 2 + Xay 2 z,) = x^y^Za 2 — XaYJz^ ?"~?- 1 . Yi 2 z 2 2 — -~ Z2 • ^^ = 

= ( Xl 2 - x 2 2 K Z ii Z - 2 ^l k - = (x 1 2 -x 2 2 )(y 2 2 -x 1 2 z 2 2 )=(x 1 2 -x 2 2 )(y 1 2 -x 2 2 z 1 2 ), 

(xiy 2 z, - x 2 y 1 z 2 )(x 1 y 1 z 2 -fx 2 y 2 z 1 ) = x^v^z-j— XjX^V-f x^y^ 2 — x 2 2 yiy 2 ZiZa = 

= (x! 2 — x 2 2 ) (yiy 2 z!z 2 + k' 2 x!x 2 ); 
(x,y 2 z 2 — x 2 y 1 z 1 )(x 1 y 2 z j + x 2 yiz 2 )= x^y^z^a— x^v^z,^ x^v^z^— x^y^z^ = 

= (*Xi 2 — x 2 2 ) (z!Z 2 + k^xayiya), 
Cx,y,z 2 — x 2 y 2 z 1 )(x 1 y 2 z 1 +x 2 y 1 Za)=x 1 2 y 1 y2Z 1 Z2— XxXaya^z^+XjXay^Za 2 — Xa^iyaZïZa = 

= (xj 2 — x 2 2 ) (yiy 2 Z!Z 2 - k' 2 x,xa), 
(xiyaZi-Xay^JCxiy^z +x 2 y,z J^x^y^Zi 2 — x, 2 y 1 2 z 2 2 = (l— y 2 i) y 2 2 z, 2 — (1 — y, 2 )y! 2 z; 2 = 
= ( Xl 2 -x,*)(k 2 +k 2 Vl 2 y 2 2 ) = ( Xl 2 -x^) (z^-k'x/yi 2 ) = (xi 2 -x 2 2 ) (z, 2 -k 2 Xl 2 y,^. 

Si Ton substitue ces valeurs dans les équations (S), (4) et (5) du pa- 
ragraphe précédent on aura: 

Y 2 Y 2 v 2 v 2 1 -2 „ 2 

/j) t ^ x i __ x 2 = . y_i y_a ==_.■!: ?i ?jl _ == 

x l y2Z2~x^j l z l x x y 2 z 2 — ^ x 2 y 1 z 1 k a "x 1 y a z2 — x 2 y 1 z 1 

^xt ygza + xgytz^ ^ x^y^* 1 x j7^± = *iy« z i + x 2 y t z 2 
1 -k^x^Xa* yiy2 + x 1 x 2 z 1 z 2 ZiZ2+k 2 x 1 x 2 y 1 y 2 1 



( *\ Y — A i/i^ J _ . . = 







XJJ2Z2 -- 


x 2 y 1 z 1 






y 2 2 — s 


•> 2 

: r z 2 






yiya + x 


, X 2 Z , Z2 


(3) 


ç = 


x iy2 z i~ 

Xiy2Z2 — 


- x 2 y j z 2 
*2yiZi 






k' 2 +k 


2 y.V ■ 



^Xjjiz^^x^zi _^ 7iy«"*_ x i. x «?.i?? _^ 1 z^z^ — k' 2 

1 - k^xfxg? k^^y^a f x lX 2Z lZ 2 ~~ 

= yi 2 — xg-zi 2 ^ yiy2z i z2-k i2 x 1 x 2 
y i y2 + x j x 2 z ! z 2 z j z 2 + k - x j x 2 y , y* 

-= z J Z2 "7_ k2x » x,2 yvy* 2 = yiy* 2 ! 2 * + k' 2 x 1 x , 2 __ 

1 — k ,2 x,-x 2 2 yiy2 + x,x 2 z 1 z 2 

i 2 _ L2 Y 2 V '2 „ 2 U2 Y -2 V 2 

__ z i K x 2 yi __ _3_2 _ j 1 x j__y 2 _ 

z 1 z24-k 2 x 1 x 2 y,y 2 z 1 z 2 +k 2 x 1 X2y,y. 2 z 1 z 2 +k 2 x l X2y,y2* 

u. Si Ton change le signe de X2, on aura des formules pour la différence 
de deux intégrales elliptiques. En désignant par ç', y, Ç' les valeurs 
correspondantes de £, iQ, Ç, on trouvera : 

J ÏTÎ-xVJ7l-k' 2 x 2 J l/"l-x ,2 .|/'l-k 2 x 2 " J ]7"l-x- 2 .l/l-k^' 
où: 

1 » « _ y 2 

Z l Z 2 _ __ 

k 2 ' x 1 y 2 Z2+X2y 1 z, 
x iy2^. — X2y L z 2 
z^-k^^y^' 
1 *,V-k'* = 

_ __ yiy2 z i z 2+k <2 x 1 x2 

yiy2 -xix a ZiZ. 2 yiy>- x i x 2 z i z 2 «î**— i^x^y^» 1 

(4)g/^ x iy2 z i + x 2y i z 2 = z |Z . 2 4- k 2 x 1 x 2 y l y 2 _ y^z^— k^x t x. 2 _ ^ 
x,y. 2 z 2 +X2y 1 z, l-k 2 x 1 2 x. 2 2 yiyi— x l x 2 z l z. i 

« k' 2 +k*y 2 y. 2 2 = g| «-k«x g « yi » = z 2 2 - k 2 x^_ 
z A z 2 - k-x^^y^a z lZ2 - k 2 x 1 x 2 y 1 y 2 z^— k^x^y^ * 



V 2 -* 2 

«•, £' __ X l X 2 _ 


yi y 2 


X 1 y2Z2+X2yiZ 1 


x,y2 z 2-t-x2yiZi 


Xïy2Z2~ x 2 yiz t 


x iyi z 2— x 2 y2 z i 


I-k 2 x 2 x 2 2 


y,y2— X!X2ZjZ2 


(3) x' = — ^— Z 2 - ~- x - ? ' 2 - Z -L 

xiy 2 z 2+ x 2yi z i 


y,y2+x 1 x. 2 z 1 z 2 
I-k 2 Xl 2 x. 2 2 


v 2 Y 2„ 2 


v 2__ v 2„ 2 

yi x 2 z i 



■• Soit: 

on aura: 
et de là : 



dx /»x 2 dx 



/xi dx rxa 

Q l/"l— : x*.V r l-k*x« "~ U ' J o VT-i».]/"l-k*x i 

f£ dx /•£'. dx 

J V^l-x*.Kl-k*x* J 1/ l-x 2 .j/l-k 2 x 2 



X| = sin am u, y t — cos am u, Zi —A am u, 

x a = 3 sin am v, y g ■•-=» cos am v, z 2 ^= A am v, 

? =■ sinam(u-f-v), ï] ~ cos am (u -\- v), Ç — A am (u -j- v)^ 

£' — sin am (u — v), V|' -■=* cos am (u — v), £' ^ A am (u— v). 

Les formules des deux paragraphes précédents donnent par conséquent les 
fonctions elliptiques d'une somme et d'une différence de deux arguments 
exprimées par les fonctions elliptiques de chacune d'elles. 
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On en remarque en particulier ceux dont le dénominateur est rationnel 
en Xj et x 2 , c'est à dire la quatrième valeur de £ et de £,' et la seconde 
de ï), t\', Ç et Ç'. Elles sont: 

sin am u . cos am v . A am v-(-sin am v . cos am u . A am u 



sin am (u + v) — 



1 — k 2 sin 2 am u . sin 2 am v 



... , . , x cos ain u . cos am v — sin am u . sin am v . A am u . A am v 

(1) <co8 am (u + v) — — — -• - . - T , 

x 1 — k z sin*am u . sin-'am v 

A am u . A am v-k 2 sin am u . sin am v . cos am u . cos am v 



A am (u + v) 



1 — k 2 sin 2 am u . sin^am v 




/ . , . sin am u . cos am v . A am v — sin am v . cos am u . A am u 

sinam(u — v) = — —y--. „ . „ — , 

I — k^sin'am u . sin^am v 

cos am u . cos amv-f sin am u . sin am v . A am u.A am v 
1 - k 2 sin 2 am u . sin 2 am v ' 

Aam u .Aam v+k 2 sinamu. sin am v .cos am u.cosamv 
1 — k 2 sin 2 am u . sin 2 am v 

y* Au lieu de sortir dans le paragraphe 3 de l'équation : x (a -f" x 2 ) -f- 

-f- byz = o, on aurait pu sortir de f équation: y (a -f- x 2 ) -f- bxz — o, ou de 

l'équation: z(a -f" * 2 ) ~f~ » x y ~ = o. De chacune de ces équations on trouvera 

de même: — l -\ •-)- 3 - = o. Mais en intégrant deWis zéro, la con- 

yizi y*z a y 3 z 3 & r • 

stante ne sera plus zéro, mais dans le cas de l'équation : y (a -f- x 2 ) -f- bxz = o, 

f l dx 
égale à l'intégrale définie: J _ , et dans le cas de l'équation: z(a-t-x 2 )-f 

° ^ f-â 

+ bxy = o égale à l'intégrale définie: I k — . On trouvera de cette 

o yz 

manière des formules analogues à celles du paragraphe précédent pour des 

/»dx /» l d x 

-, et de u + v - I k — . Nousmon- 
o yz J yz 

treront plus tard, dans le quatrième chapitre, dune autre manière comment 
ces formules se déduisent facilement des formules du paragraphe précédent. 

"• Le théorème d'addition du 3 est donné par Abel pour une somme 
d'un nombre quelconque d'arguments. Au lieu de l'équation: x(a-f- x 2 ) -f- 
-f- byz = o, il considère alors l'équation plus générale : 

f(x) + F(x).yz-o, 
où f(x) et F(xj sont deux fonctions entières de x, l'une paire, l'autre 
impaire. y 

Supposons donc que x n x 2 , . . . x n satisfassent aux équations: 
(1) f(x 1 )+F(x 1 ).y 1 z 1 = o, f(x a )+F(x a ).y 2 z a -=o, .... f(x n )+F(x n )y n z n = o. 
Les carrés x, 2 , x 2 *, . . . x n 2 sont alors racines de. l'équation en x 2 : 
(f(x)) 2 — (F(x)) 2 (1-— x 2 )(l -k 2 x 2 ) =■ o, et nous supposerons que le degré 



de cette équation en x 2 soit précisément n, ou que Xj 2 , x 2 2 , • • . x n 2 re- 
présentent toutes les racines de cette équation. Cela aura lieu si f(x) est 
du degré n et F(x) du degré n — 3 ; ou bien si f(x) est du degré n — 1 et 
F(x) du degré n— 2. On aura alors l'équation: 

(2)ç(x) - (f(x)) 2 - (F(x)) 2 . (l-x 2 )(l-k 2 x 2 ) -AUWMx^x, 2 ) .... (x 2 -x n 2 ), 
où A est une quantité indépendante de x. 

On aura alors: 9(xj) =■— o, 9(x 2 ) *-= o, ... ç(x n ) — o. Si Ton désigne 
maintenant par ç'(x) la dérivée de 9(x) par rapport à x seul, lorsque les 
coefficients de f(x) et de F(x) sont considérés comme constants, et par 8 f(x) 
et &F(x) les différentielles de f(x) et de F(x) par rapport à ces coefficients 
considérés comme les seules variables, on aura la différentielle totale de 
l'équation ç(xj) -= o: 

d9(x,) = ç'(x,) . dx, + 2f(x 1 ).8f(x 1 )- 2F( Xl ) . 8F(xJ.Cl-x 2 )a-k 2 x 2 ) = o 
et de là : 
9'M . dx,-= - 2f( Xl ) . 8f( Xl ) + 2F( Xl ) . 8F(x,) . (1-x^ J(l-k 2 x 2 ). 
Maintenant en vertu de la première des équations (1): 

f( Xl ) + F(xJ.Kl-X| 2 .Kl-^^^Oi on a: 



f( Xl ) - — F(x t ) . jA-x 2 . j/l-k'V, 



FtxJ.Cl-x^Xl-k^ 2 ) = - ((xJ.Vl -x 2 . j/l-k 2 Xl 2 . 
Donc on aura: 



<p'( Xl ) . dx, -- 2(F( Xl ) . of(x,) — f( Xl ) . 8F(x,)) . i/l^x^l-k 2 *! 2 , 
et de là: 

dx, _ dx_ t _ 2(F (x 1 ).8f(x 1 )-f(x 1 ).8F(x 1 Q 

VT^^i/"i— k*x,"* yi z i~ 9'(xi) 

Dem . . dx 2 2(F(x 2 ).Sf(x 2 )-f(x 2 ).8F(x 2 )) 

u « même on aura: — -= — - —-—r, — r- * -- 

y 2 z 2 9(x 2 ) 



dx n 2(F(x n ) . 8f(x n ) - f(x n ) . 8F(x n )) 



y n Zn 9'( X n) 

e t en ajoutant on aura: 

dx A i _ dx _2 . . dx n „ 2 £ F(x p ). 5f(x p )-f(x p ). 8F(x p ) 

yi^i y*H '" y n z n ' i p 9'( X P ) 

Maintenant 9(x) est une fonction entière et paire de x du degré 2n, donc 
Ç'(x) sera une fonction entière et impaire de x du degré 2n — 1. Les 
différentielles of(x) et 8F(x) sont des fonctions de la même forme, paires 
ou impaires, et du même degré que f(x) et F(x) ; donc F(x) . 8f(x) et f(x) . 8F(x) 
seront des fonctions impaires de x du degré 2n — 3, et de même leur dif- 

lb 
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férence: F(x). 8f(x)— f(x). &F(x) sera une fonction impaire de x du degré: 
2n — 3. 

« . i a- i t .• f .• • F(x).8f(x)- f(x).oF(x) 
On peut alors décomposer la fonction fractionnaire: : — , 

<p(x) 

dont le numérateur est une fonction impaire du degré 2n-3, le dénominateur 
une fonction paire du degré 2n, dans les fractions simples: 

F(x).8f(x)-f(x).oF(x) » / A p B p \ 

9(x) , v \x+x„ "*" X-Xp/' 

mV A _ R _ F(xp).of(x p )-f(xp).5F(xp) 

OU. Ap ; r>n ~ r . 

P 9'(xp) 

Donc on aura: 

F(x).8f(x)-f(x).oF( x) » xA p _ • F( Xp).Sf(xp)-f(x p ).SF(Xp) 

ç(x) " i'x'-i; i P ~ (x 4 -xj).<p'(xp) ' 

et en multipliant par x: 

x(F(x) ■ Sf(x) - f(x) . SF( x)) _ ^ F(x p ).of(Xp)— f(xp),S F(Xp) 

Si Ton fait ici croître x indéfiniment, le premier membre de cette équation, 
dont le numérateur est du degré 2n-2 et le dénominateur du degré 2n, con- 
vergera vers zéro. Donc on aura: 



2, 
et par conséquent: 



», F(x p ).of(x p ) — f(xp).5F(x p ) 



/ ç'Cx p ) 



dx, . dx 2 , , dx n 

\- h . . . .H -■= o, 



et de là en intégrant depuis x,= o, X2™ o, ... x„ == o: 
(3) f Xi dx i [ x * dx a i 4. f x ° dx 



k 2 x 2 



où C désigne une constante, c'est à dire une fonction de k. 

Le nombre des coefficients dans les fonctions f(x) et F(x) peut toujours 
être réduit â n — 1, puisque dans les équations (1) on peut faire disparaître 
un des coefficients. Cesn-1 coefficients sont déterminés en fonctions de x n x 2 , 
. . . x n _i par les n — 1 premières des équations (1), équations linéaires par 
rapport à ces coefficients. Les quantités: x„, y„= j/ l-x„et z n — )/ l-k 2 xn 
seront alors déterminées par la dernière des équations (1). A leurs signes 
près on peut aussi les déterminer à l'aide de l'équation (2). En effet si dans 
l'équation (2): 

(2) (f(x)) 2 -(F(x))\ (l-x 2 )(l-kV) — A(x 2 - x, 2 )(x 2 - x 2 a ) . . . . (x 2 - x^Hx'-x 2 ) 
on pose x = o, on trouvera, si f(x) est une fonction paire et F(x) une 
fonction impaire : F(o) = 0, et : 
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(— l)"«fo))* 



(f(o)) 2 = (- 1)» A- x] . x\ . . . x„ 2 _, . xî, et de là: x„ 2 = 

Si f(x) est une fonction impaire, F(x) une fonction paire, 
-(F{o)y={-l)\ A.x] ,x] . . .xli .xl, et de là: xî -= 



A.x,.x 2 x„., 

Si dans l'équation (2) on pose x — 1, on aura: 

(f(l)) 2 = A(l- xî)(l— xj) . . . (1 -xi,)(l -xl) = Ayï . yj . . . y„\, . yï , et de là: 

,_ (Kl))'' 

A . yï . yj . . . y„li 

Enfin si l'on pose x = v, on aura : 

(«-£))•- A . t^. î=^ .... t=^l. ^ 2 --= £^« V«ï-..«.\et delà: 

k 2n (f(^))* 

Z « A 7 2 „ 2 -a * 

-£*..Z| . z 2 ... z n _i 

Les signes de x n , y n , z n seront déterminés par la dernière des équations (1), 
en remarquant que pour xi = o on a: yi = -f- 1 et z A — -f" *i P our x 2 ™ o 
on a: y 2 =- -f" 1, z 2 =■ ■ -f- 1, . . . enfin que pour x n = o, il faut avoir y n = -f- 1 
et z n •— +- 1. 

Considérons maintenant séparément les deux cas, quand f(x) est du degré 
n, F(x) du degré n — 3, et quand f(x) est du degré n - 1, F(x) du degré 
n — 2. Désignons dans le dernier cas par fi(x), Fi(x) et x' n les valeurs 
correspondantes à f(x), F(x) et x n du premier cas, les valeurs de xi, x 2 ,... 
x n _i étant les mêmes dans les deux cas. Supposons de plus que le coeffi- 
cient de x n dans f(x) et celui de x n ~ 2 dans Fi(x) soit + 1. Dans l'équa- 
tion (2) la constante A deviendra alors dans le premier cas égale à: -{- 1, 
dans le second cas égale à: — k 2 . 

On aura donc les 2n — 2 équations linéaires: 

ff(x l ) + F(x l ).y 1 .z 1 -=o, f^xO -fFifoJvi.Z! -= o, 

f(x 2 ) + F(x a ) . y 2 . z* — o, î x {xf) + F x (x 2 ) y 2 . z 2 = o, 
(4) 



, f(x„.i) + F(x n .,) . y„_i.z n _r- o, fi(x n .i)+Fi(x n .i).y n .i.z n .i= 0, 
par lesquelles les n - 1 coefficients de f(x) et F(x) et les n — 1 coefficients 
de f, (x) et Fi(x) sont déterminés en fonctions de Xi, x 2 , . . . x n _i. Les 
quantités x n et x' n seront alors déterminées en fonctions de ces coefficients 
par les équations: 

f(x n ) -f F(x„) . y„. z n -= o, et fi(x' n ) + F^x'J . y' n . z' n = o. 
Si n est un nombre pair, f(x) et Fi(x) seront des fonctions paires, 
F(x) et fi(x) des fonctions impaires, et on aura: 
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t5) x ° _ Xl w....x,î, ' n k*. Xl w...xî., '* x - - x » ■~x 1 «.x 2 *:.;xi"r 

Si n est un nombre impair, f(x) et Fi(x) seront des fonctions impaires, 
F(x) et fi(x) des fonctions paires, et on aura: 

fm x ... . ( F (°» a x < 2 _ »iW k * x * x «.WoM'-ffife»* 

X! a .Xi 2 . . . .Xn.l k«.Xi 2 .Xa - • Xn 1 Xi 4 .X 2 4 . . . .X„_| 

Si maintenant entre les 2n — 2 équations (4) on élimine yï-zi, y. 2 - z 2i • • • • 
y n-1» Zn-ii on aura les n— 1 équations: 

«x^.PiOKi) — F(x 1 ).f 1 (x 1 )= o, 

f(x2).F!(x 2 ) - FCxîl.f^xa) — o, 



«Xn.O.FxCXn.i) — F(x n -l).fl(x n _,) =-- O. 

Or f(x) est une fonction entière paire ou impaire du degré n, et Fi(x) 
une fonction entière paire ou impaire du degré n - 2 ; donc f(x) . F, (x) sera 
une fonction entière paire de x du degré 2n — 2. De même F(x) est une 
fonction entière paire ou impaire du degré n — 3, etfi(x) une fonction entière 
paire ou impaire du degré n — 1; donc F(x).fj(x) sera une fonction entière 
paire de x du degré 2n — 4. Donc les carrées xi 2 , X2 2 , .. . x n _i 2 seront les 
n— 1 racines de l'équation: 

fW.FiM-FGO.f.M-— o, 
dont le membre gauche est une fonction entière de x 2 du degré n— 1, et, 
puisque le coefficient de x n dans f(x) et le coefficient de x n_2 dans Fi(x) 
sont égaux à -f~ 1, on aura: 

fW.F^x) - F(x)Mx) = (x 2 - x^Xx 2 - x 2 2 ) .... (x*-x n '-.,). 
Si Ton pose ici x — o, on aura : 

f(o).Fx(o) - F(o).f ,(o) «• (— D"- 1 . X! 2 x a 2 . . . . xiU. 
Si n est un nombre pair, F(x) et fi(x) seront des fonctions entières impaires, 
f(x) et F,(x) des fonctions entières paires de x; donc on aura F(o) -- o, 
fi(o) - 0, et: f(o).F!(o) = - Xl 2 . x 2 2 . . . . x n 2 _ t . 

Si n est un nombre impair, f(x) et Fi(x) seront des fonctions entières 
impaires, F(x) et fi(x) des fonctions entières paires de x; donc on aura 
f(o) = o, Fi(o)-= 0, et: 

F(o).f 1 (o)-=x 1 2 .x 2 2 ...x n _ 1 2 

En substituant ces valeurs dans les équations (5) çt (6), on trouvera 
donc toujours: 

(7) k*.x n 2 .x'» 2 = 1, ou: x'.= ± g \ etdelà:y'.= ± >-, ='„=±g. 
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Il est donc seulement nécessaire de chercher la valeur de x n dans le 
premier cas pour l'avoir en même temps dans le second cas. 

Déterminons maintenant le signe de x„ dans le premier cas. On a 
alors A — 1, et si l'on pose dans l'équation (2): xi — x 2 ^= . . . = x n _i --- o, 
elle ce réduira à celle-ci: 

(f(x)) 2 — (F(x)) 2 . (1 - x 2 ) . (1 - k 2 x 2 ) - x*--*(x« - x n 2 ). 

Si Ton développe le premier membre de cette équation suivant les puis- 
sances de x, et si l'on compare alors les coefficients des deux côtés, on voit 
que tous les coefficients indéterminés de f(x) et F(x) doivent disparaître 
avec xi, X2, . . • x n _ i. Le premier membre de l'équation précédente se réduira 
alors à x* n , et l'équation deviendra: x 2n — x 2n ~~ 2 (x a — x„ 2 ), de laquelle on 
tire x n = o. 

Maintenant pour des valeurs évanouissantes de xi, x 2 , ... x n _i et x„ 
les radicaux: y,, y 2 , . . . y n - î, y n i zi, z 2 , . . z n _i, z n se réduisent à + 1; 
donc il sort des équations (1) que les quantités xj, x 2 , . . . x n Seront des 
racines de l'équation du degré n en x: 

f(x) -|- F(x) = o; 
et on aura pour des valeurs évanouissantes de Xi, x 2 , ...x n _i: 

f(x) + F(x) ==-- (x-x^Cx-Xî) .... (x— x n ), 
de laquelle on tire: 

si n est un nombre pair: f(o) -— xi . x 2 . . . . x n _i . x„, 
et si n est un nombre impair: F(o) -■= — xi . x 2 . . . . x n _i . x n . 
Donc des équations (5) et (6) on tire pour des valeurs paires de n: 

(8) «.- %*—, 

X, .X 2 . . ..X n -l / 

et pour des valeurs impaires de n : 

„, „_ — «*_. 

Xi .X 2 . . . . X n -i 

Lorsque les quantités: xi, x 2 , . . . x„_i tendent vers zéro, f(x) aura 
P°ur limite x n , donc f(l) aura pour limite ~\- 1, et f( ) aura pour limite 
f n î et puisque alors x„ tend également vers zéro, les radicaux y h y 2 , . . . 
yu— i, y n , zi, z 2 , . . . z n _i, z n auront tous pour limite -f- 1. Donc des équa- 
tions précédentes: 

yi . y2 . . . y n -i zi ^ z 2 2 — z„_, 

on tire: 

h m f(1) ttT) 

(10) y n = — — , z Q — 



yi. ya. . . . y n -i z>i . z 2 z n _i 
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a . . a 2sinamu.cosamu. Z/am v 

sm am a . cos am p -f- sm am p . cos am a — — — Q . r~« — • 

1 — k z sin 2 am u . sm^am v 

. 2sinamv.cosamv.^amu 

sm am a . cos am p — sin am p . cos am a =- — — , . « r-5 • 

1 - k^sm^amu.sin^am v 

De ces équations on tire de plus en les divisant deux à deux: 

na\ l .L. l ~ S + Ê' ._ 2x t y 2 z 2 _ 2 Xl y 2 z 2 _ 2k tt x 1 y fl z a 

1 1 2sinamu.cosamv. Jam v 2sinamu.cosamv.^/amv 



sin am a sin am p sin 2 am u — sin 2 am v cos' 2 am u - - cos 2 am v 

__ 2k 2 . sin amu. cosam v.z/am v 
z/ 2 amu — z/ 2 amv 

ri 71 l 4- X = Y]+Yi ' = i k .!ZjZ* _ 2 Zi v * = 2 7i v 2 nll# 
1 'V V ÏV z 2 z 2 2 -k' 2 ~ yi 2 -Xo 2 z 2 y 2 2 -x 2 z 2 2 ' ° U * 

1 , 1 2k 2 . cosamu.cosam v 2cosamu.cosamv 



cosama cosamfi ^ 2 amu.z/ 2 am v— k' 2 cos 2 amu-siri 2 amv.z/ 2 amu 

2cosamu.cosamv 

cos 2 am v — sin 2 am u . z/ 2 am v' 

M o% ! i 1 _? + ?'-_ 2z i z * 2z,z 2 _ 2z lZ2 

U») -ç -f- ç , Ç ç, ~k' 2 +k 2 yi 2 y 2 2 ""«»-k*x 9 V? ~ z 2 2 -k 2 x 2 y 2 2 ' ' 

1 , 1 2^arau.z/amv 2Jamu.Jamv 



Jama z/arnjS k' 2 +k 2 cos' 2 amu.cos 2 am v z/ 2 amu-k 2 sin 2 amv.cos 2 amu 

2^am u . z/am v 

z/ 2 am v - k 2 sin 2 am u . cos 2 am v' 

no\ L _ 1 = _ ^' « _ 2x ? v i z i „ 2x 2yi z i = ?k 2x 2yiZi rtn# 
"^ 5 S' ' W " " x 2 - x 2 2 - y?- y a 2 »•-"..•'' ° U * 

1 1 2 sin am v. cos am u Jara u 2sin am v . cos am u . z/am u 

sinam a sin am {5 sin 2 amu — sin 2 amv cos 2 am u — cos 2 am v 

_ 2k 2 sinamv.cosamu.z/amu 
z/ 2 am u — J' 2 amv 

, 1 __ 1 __ 7 l"~ Y i / 2k 2 x 1 x 2 z 1 Z2 _ 2xtX2Z!Z2 2x l x z l z 2 

{ N v ~ w r " ~ ïfiT^v* ' " t?-^v ~ 7i z *f*r ou: 

1 1 2k 2 sinamu. sinam v.Jamu.Jamv 



cosama cosamp AmuJ' 2 arav — k' 2 

2sinamu.sinamv.^amu.Z/amv 2sinamu.sinamv.^amu.z/amv 

cos 2 amu — sin 2 am v.z/ 2 amu cos 2 amv — sin 2 amu.^jf 2 amv 

r2n 1 _ 1 _ __£— C' = 2k 2 x 1 x 2 y 1 y 2^ 2k 2 x 1 x 2 y 1 y2 _ 2k 2 x 1 x 2 y 1 y 2 
^ J S C' K 7 k'Hk'y^ z^-kVyi 2 ^-k^y^' ° U 
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... 9 , w 2ziz 2 A » a o 2 ^ am u . A am v 

3 Ç-f Ç' = ; — |g 2 g >ou: Aama -f Aamp-=-- — r-^-^ r-s . 

l--k 2 x 1 z x 2 2 1— k 2 8in jB amu.sm i amv 

,.. » fei 2x 2 ViZi . . Q 2sinamv.cosamu.Aamu 

Wç— §'«- — ' ,ou: smama-sinamp= — fl . 2 r^ • 

1 - k i x 1 z x 2 z 1 — k^sin^amu.sm^amv 

,,. , 2xiXoZ]Z2 2sinamu.sinamv.Aamu. A amv 

(5)yi-ï| = -- — o ? ou:cosama~co3amp^~ — - — Q . fl t-ô- . 

1— k 2 x x 2 x 2 2 1— k 2 sra 2 amu.sin 2 amv 

/*\ p */ 2k Xj^XaViVa A A 2k*àinamu.sinamv.cosamu.cosamv 

(6K-Ç ==-- rV"^ *i ou: Aama-Aamp== . - ! 2 -~2 r-. • 

1 — k x i x »? 1 — k 2 sur am u . sur am v 

(7) tt' _ Ji*-?** _!. zf-zf 

U W " l-k 2 x 2 x 2 1— k*x 2 x 2 ~ k 2 'l -k^x^x^ ° * 

. sin 2 amu -sin 2 am v cos 2 am u — cos 2 am v 

sinama.sim p 



l-k 2 sin 2 amu.sin 2 amv l-k 2 sin 2 am u.sîn 2 am v 

1 A 2 am u — A 2 am v 

k 2 1 — k 2 sin 2 am u . sin 2 am v" 

1 ~2„2___l,/2 „ *_- 2„ 2 v 2 T 2„ 2 

ftn ™>' — i. * z s * = yi ~ x 2 z i £2 x i z 2 

. W ^ k 2 l-k 2 x 2 x 2 2 l-k 2 Xl 2 x a 2 l-k 2 x 1 2 x 2 2 ' 0U ' 

1 // 2 amu./arav — k' 2 cos 2 amu-sin 2 amv.^/ 2 amu 
cos am a cos am p = -^. - 

L- 

cos 2 am v — sin 2 am u . z/ 2 am v 

1 — k 2 sin 2 am u . sin 2 am v 

(9) & _ k '*+ k 2 y 2 y 2 2 Z 2 -k 2 x 2 2 y 2 z. 2 -k 2 x 2 y 2 2 . 
' * 1— k 2 x 2 x 2 2 1— k^x^xj?" l-k^x./ ' 0U ' 

/f ^ o k' 2 -f-k 2 cos 2 amu.cos 2 am v Z/ 2 am u-k 2 sin 2 amv.cos 2 arau 

*am a.JamH . \ 2 . 2 r^ = — r-Tsn-* ^2 

1— k^sin^am u.sin z am v 1 — k z sin z am u.sin^am v 

z/ 2 am v -k 2 sîn 2 am u . cos 2 am v 
1 — k 2 sin 2 am u . sin 2 am v 

q A , a q 2cos ara u.cos ara v. Jarau. Jaà v 

co8amp.^ama-t-cosama. zJamp ■■= , — r^-r-^ r-s . 

1 — k z sm z am u . sin z am v. 

(lDVg-^- ,!^ 1 ^ ou: 

« . A a 2k' 2 . sin am u . sin am v 

cosamp.z/ama— cosama.^Jamp = n . . „ 7-5 . 

l-k^sm^am u . sm z am v 

A Q , . o A 2sinamu.cosam v.z/amu 

sinama.z/amp -}~8inamp.^am a 



1— k 2 sin 2 amu.sin 2 amv " 



{n)&'-k%-~r?~- 



ou: 



l-^x^ 2 ' 

au . û ^ 2sinamv.cosamu.^amv 

8inama.z/amp — sinamp.^ama =- - — . 

1 - k 2 sui 2 j 



'amu.sra*amv 
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(14)^ + ^-=^^, ou: 

, . a 2sin amu. cosamu. Z/ara v 

sm am a . cos amp + sm am p . cos am a .= — — _ . r~s — -• 

1— k z sin 2 am u . sin'am v 

a . a 2sinamv.cosamv.^amu 

sm am a . cos am p — sin am p . cos am a ==■ , » . «, 7-5 • 

1 - k^sm^amu .sin z am v 

De ces équations on tire de plus en les divisant deux à deux: 



x l a. l _ ^ + ^ _= ?^il2 z 2 _ _ 2x iy2 z 2 _ 2k 2 x 1 y 2 z 2 

»5--r-f- ^ "x^-x^ ~y?-y 2 *~ z 2 -z 2 2 ' ou ' 

1 , l 2sinamu.cosamv. Jamv 2sinamu.cosam vJamv 



sin am a sin am fi sir 

__ 2k 2 . sin am u. cosam v.Jam v 
z/ 2 amu — z/ 2 am v 

M7Ï x j- 1 = ^i+i' = 2k2 yiy^ _ ^y* = 2 yi y 2 

1 1 2k 2 . cosamu. cosam v 2cosamu. cosam v 

~ 1 



cosama cosam fi ^ 2 amu.Amv — k'* 2 cos 2 am u-sin 2 am v. J 2 am u 

2cosamu.cosamv 

cos 2 am v — sin 2 am u . z/ 2 am v* 

nft x X 1 ?:-=£ + ?-=: 2z i z 2_ _ 2z,z 2 _ 2ziz 2 

U«) -ç -f- f-"^-~k'S : k*y/ya* " z 2 -k 2 x 2 2 y 2 "" z 2 2 -k 2 x 2 y>' 



+ 



2Jarau.Jamv 2^/amu.Z/amv 



Jama ^amji k' 2 +k 2 cos' 2 amu.cos 2 am v zf 2 amu-k 2 sin 2 amv.cos 2 arai 

2-^/am u . Am v 
z/ 2 am v - k 2 sin 2 am u . cos 2 am v' 

rien l __ 1 — _ Jh~£' = _ 2x ?yi z i = 2x 2yi z i = 2k2x 2jiZi rtn# 
CiyJ 6" S' - # " " x 2 -x 2 2 y 2 -y 2 2 z 2 -z 2 2 "' ° U * 

1 1 2sinamv.cosamu.^/amu 2sin am v . cos am u . z/am 1 

sinam a sin am jJ sin 2 am u — sin 2 am v cos 2 am u — cos 2 am v 

__ 2k 2 sinamv.cosamu.z/amu 

z/ 2 am u — z/ 2 ara v 

1 __ 1 __ ï) — 3' 2k 2 x 1 x 2 z 1 z 2 ^ 2x 1 x 2 z 1 z 2 ^ 2x 1 x 2 z l z 2 



1 1 2k 2 sin amu. sinam v.Jamu. J 



am v 



cosama cosamfS J' 2 amuJ' 2 arnv — k' 2 

2sinamu.sinamv.^amu.z7amv 2sinamu.sinamv.^amu.^/amv 

cos 2 amu — sin 2 am v.Amu cos 2 amv — sin 2 amu.z/ 2 amv 

_1_ _ _1 _ __ g— g' = 2k 2 x 1 x 2 y 1 y 2 _^ 2k 2 x 1 x 2 y 1 y 2 ^ 2k 2 x 1 x 2 y 1 y 2 
U1J Ç P K' k'*+k a 7iW z^-kVj! 2 ««"-k^W' 



t 
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1 1 2k 2 sinamu.sinam v. cos ara u. cosamv 



Aaraa Aamp k' 2 -j- k 2 cos 2 am u.cos 2 amv 

h2k 2 sinamu.sinamv.cosamu. cosamv 2k 2 sin am u.sin am v.cosamu.cosamv 
A' 2 amu — k 2 sin 2 amv.cos 2 amu A 4 amv — k 2 sin 2 amu. cos 2 amv 

r 29 ^ , V_3CMlVC = 2y iy . 2 z lZg 2y iya z lZ . 2 2y 1 y gZl z. 2 

' t "*" £' "" ~~ K' "" k' 2 -f k 2 y ^y.j 2 Zl 2 -k 2 x 2 2 yi 2 z^-kVyf ' 

cosama cosamp 2 cosamu. cosamv .Aamu.A am v 

Aama Aamp k' 2 -f k 2 cos 2 amu.cos' 2 amv 

2 cos am u . cos am v . Aam u . Aara v 2 cos am u . cos am v . Aam u.Aamv 



A 2 amu — k 2 sin 2 amv ,cos 2 amu A 2 am v-k 2 sin 2 amu.cos 2 arav' 

^q. Y î_V_lÇ'-VÇ = 2k'*x 1 x tt _ 2k' 2 x lXt , ^ 2k' 2 x^ 2 
* ' t V W ' ' k' 2 +k*y 2 y 2 2 " "«l'-k^yi* "z 2 2 -k 2 Xl 2 y 2 2 ' ° U: 

sos am a cos am fi 2k' 2 sin am u . sin am v 2k' 2 sin am u.sin am v 

z/ama ^/amp k /2 +k' 2 cos 2 amu.cos 2 amv ^ 2 amu-k 2 sin' 2 amv.cos' 2 arau 

2k' 2 sinamu .sinamv 
J 2 am v — k 2 sin 2 am u . cos 2 am v' 
(9aSj V _ 7 )'Ç+^ / _2k 2 y 1 y 2 z 1 z 2 2y iy , Zl z, 2y 1 y,z J z, 

U4 V~V ~ ^ "" z^-k' 2 ■ >;«-v«7" iî-^r 

Jama JamP 2k 2 cos am u . cos amv.//amu.^amv 

cosama cosamp // 2 amu. <r/ 2 am v — k' 2 

_ 2cosamu.cosam v Jamu. ^/am v 2co,samu. cosamv. ^amuJarav 
cos 2 amu — sin' 2 am v,/amu cos 2 amv— sin 2 amu.^ 2 amv 

( Ç _ £' _ VÇ-t£' _ 2k 2 k' 2 x t x 2 2k' 2 x,x 2 _ 2k' 2 Xl x 2 

^ 0j ïj" v """îv" z 2 z 2 2 -k' 2 y^-x.V 'jf-xtà' 0111 

JamOL //amP 2k 2 k' 2 sinamu. sinamv 2k' 2 sin am u . sin am v 



cosama cosamp /amu./arav — k' 2 cos 2 amu-sin' 2 amv.^ 2 amu 

2k' 2 sinamu .sinam v 

cos 2 am v — sin 2 am u ,z/ 2 am v' 

t Ubj ï- + v-, - — ^ — - - 2 -—-2- — — 2 — — 2 -^ — —:-, ou 



S ÇÇ x l x 2 V l Y 2 



6 1 — Z 2 



iama ^/am P 2sinamu.cosamv.^/amu 2sin amu.cosamv.iarau 



sin am a sin amp sin 2 am u — sin 2 am v cos' 2 am u — cos 2 am v 

2k 2 sin am u . cos amvJamu 



i 2 amu-.J 2 



am v 



C27) 



?- — Ç/ « ^"i?! = - *ï*D z * _ 2x _*Il?_2 _ 2k 2 x 2 y,z 2 



6' " £?' x 2 -x 2 2 y 2 -y 2 ' 



— vJ2 K 2 



iama ^amP 2sinamv.cosamu._/amv 2sinamv.cosamu.^/amv 

sinam a sinamP sin 2 amu — sin 2 amv 

2k 2 sinamv.cosamu.^/am v 

4 2 amu~i 2 arav ' 
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,o«ï * , *' _ IC'+S'C _ 2x l7aZl _ 2x lZ?Zl _ 2x,y ttZ , 

sin am a , sin am p 2sin am u . cos arav.iamu__ 2sin am u . cos am v, iam u 

Jama j/ara^ k' 2 -t-k 2 cos' 2 amu.cos 2 arav ^ 2 amu-k 2 sin 2 amv.cos 2 amu 

2sinamu.cosamv.z/amu 

i^amv — k 2 sin 2 am u . cos 2 am v* 
(9*\ I. _ *' _ K'— O _ 2x 2y ,z 2 2x 2yi z 2 _ ^y,^ . 

1 j C T "CC 7 """k'^+k'yftr?" z 2 -k 2 x 2 2 yi 2 if-Vxfrf 

sinama sinamjS 2sinamv.cosamu.z/amv 2sinam v.cosamu.Jam v . 

Jama Amf$ k' 2 -j-k 2 cos 2 amu.cos 2 amv z/ 2 ainu-k 2 sin 2 amv.cos 2 amu 
_ 2sinam v.cosamu.iarav 
i 2 am v-k 2 sin 2 amu . cos 2 am v' 
f«Ol ? i g' _ gV + r^ _ 2k 2 x iyi z t2= 2x iyt z 2 2x lZi z 2 

1 **) ~W Y]^ " Zl 2 z 2 2 - k' 2 yi «-x 2 V " ^-x^ 2 ' ° ' 

sin am a , sin am p __ 2k 2 sin am u . cos amu.iamv 2sin am u . cos am u . iara v 

cosama cosamp .Amu.i^mv-k' 2 cos 2 amu-sin 2 amv.-^/ 2 amu 

2 sin am u . cos am u . J am v 

cos 2 amv-sin 2 amu.^/ 2 amv* 
rqn ? S' = SV- g /,y i ^ 2k 2 x. iy2 z t _^ 2x 2y2 z t 2x 2y2Zl 

1 j i v m' Zl 2 z 2 2 -k' 2 ~ yi 2 -x 2 2 z 2 " y 2 -x>r ou * 

sin am a sin am fi 2k 2 sin am v . cos arav.iamu 2sin am v . cos am v . Jam u 

cosama cosamfi i 2 amu.i 5 arav — k' 2 cos 2 amu-sin 2 amv.zi 2 amu 

2sinamv.cosamv.zyamu 

cos 2 am v — sin 2 amu. J 2 amv' 

t* 9 \ \ _l_ V = |V±Ll5' = 2x iyi z 2 2x iyi z 2 _ 2k 2 x iyiZ 2 

l l II *i — x 2 y i — y a zj — z. 2 

cos am a , cos am {S 2sin am u . cos am u . iam v 2sin am u . cos am u . Am v . 

sinama sin am jJ sin 2 amu — sin 2 amv cos 2 amu— cos 2 arav 

* 2k 2 sinamu.cosamu. iarav 

z/ 2 amu — ^amv 

fW ^ V^ S^-gV __ 2x 2y2 z t 2x 2y2 z t _ 2k 2 x 2y2Z l 

\ÛOJ -^ t/ ^ ^ 2 2 « 2 2 2» OU. 

§ I 15 *i — x 2 yi — y ./ Zl 2 -z 2 

cosama cosam(i_ 2sinamv.cosamv.z/amu 2sinamv. cosarav.Amu 

sinama sinamP sin 2 amu — sin 2 amv cos 2 ara u - cos 2 amv 

2k 2 sinamv. cos amv. iamu 

/amu — i 2 amv 

1 £— £' y)-ii' 

(34) x ,^ -_-_«__, <«: 

1 z/ama — z/amji cosama — cosamS 

smamu.sinamv = — r-=. ; -^ = — —, - — - 4 -~. 

k cosama -f- cosamp /iama-f-iam^ 



(35) y,y 2 - -^-^ - -_. ——^ u: 

cosamB.Aama4-co8araa.AamB k' 2 Aam a— Aam S 

cos am u . cos am v = y— 5 -= - — - ^- - -- — -. 

Aam a -f- A am p k z cosamp.Aama-cosama.Aamp 

(36) z lZ2 - 5t+ f = _ k«^=i ou: . 

A . cos amB.Aama+cos ama.Aam S ■ , iê> cos am a - cos am S 

Aam uiarav- - = -=-- - k' 2 =-r ^r -. 

cos am a + cos am p cos am p.Aama-cos ama .Aam p 

(37) ^-Sr^ï -s^ër "' 

sinamu sinama Aam {3 + sinamj$.Aama sinama.cosam (J+sinamfS.cosam a 

sinamv sinama.cosamp-sinamp.cosama sinama.Aamf$-sinaraj3.Aam a 

(«50) — = fc fc — =* z— r—, OU . 

cosamu _ sinama.cosamp + sinam jlcosama sinama — sin ara fî 

cosamv sinama + si ri am/? sinaraa.cosam{5-sinam{5.cosama' 

(39) ï"T+F'~ê r ^5 ,0U! 

Aamu sinama A arajS + sin am P.Aama _ sinam a -sinama 

A air 

(40) 



Aamv sinam a + sinam ^ sinama.AamfS-sinamfi'Aam a" 

yizi "VC + iC k'* 5- F ,0 "' 

sinamu sinam a + sinam p 1 cosamP.Aama-cosama.Aam/? 

cosamu. Aamu cosamp.Aama+cosama Aam/7 k'" sinama — sinam/? 

(41) = feiT— :■— wX. = — ., OU. 

cosamu cos am a + cos am p sinama.Z/am{5-sinamP.^ama 



sinam u.z/amu sinamx.</am{5+sin amfi.^ama cos am a — cos am fi 

(42) - - 7 = & i ■ ti "^ — k*«--J.- £7-, ou: 

Jamu z/ama-f ^araP 



sinamu. cosamu sin am a .cos am p+sin am p .cos am a 
2 sinamacosaraP — sinam f$. cos ama 

z/ama- Jam^ 



y«*~v!:+ic k'*' i + r ' ou ' 

sin am v sin am a — sin am p 

cos am v. z/am v cos am fi . 4 am a + cos am a.z/am /? 
1 cosam/^.^ama — cosama.Am/J 
k 2 sin am a + sin am p 
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(44) -•'--- — ££- z^== - Tî ou: 

x 2 Z2 K' — g'Ç iq — V 

cos am v cos am a -f- cos am £ sin ama.z/am(J-{~sî n am ? 

sin am v . z/am v. sin ama.z/am j3-sinara^.^ama cos am a — cos an 

(45) ^""SF 1 ^ ~ " k -T-F' ou: 



(50) 



(46) 



sin ara v. cos am v sin ama.cosam j$ — sin am fi. cos ama 

, 2 sin am a . cos am j5 + sin am & . cos am a 

^/ama — 4*mfi 

sinamu sinama.z/ am/ff -f- sin ara /ff.Z/ama 

cos am u . ^amv cos am /? . z/am a +cos am ol.J amfi 

1 cos am fi . Z/ am a — cosam a.z/am /? 

k' 2 ' sinama.z/amyff — sinamyff .^fam a * 

• sinamu sinam a.cosam /?-J-sinam/ff . cosama 



cosamv.Jamu cosam ^.z/ama-j-cosama.Jam/ï 

1 cosam/3.Jama-cosama.Jam/ï 

k' 2 ' sin am a . cos &mfi - sin am /? . cos ama 

un x * _fti'-fri_ i_ VCrJ55' „„. 
( } y. Za ~ i'C+ < ~ k' 2 ' Sj'+ ri' 

sin am v sin am a . cos am fi — sin am fi . cos am a 



cosamu.^amv cosam fi.zJsim a -f- cosama.z/amytf 

1 cos am fi . z7 am a — cosam a. ^am/? 

k' 2 sin am a . cos am/? -f- sin am/tf.cosama" 

f- tq^ k'» - se* + 5*r ou: 

sinamv sinama.^am/? — sinam/5.^ama 



(4 ' y^i " *£+ ^ ~ k«' |Ç' + av ou: 



cosam v.z/amu cos am fi . z/ am a -{- cos am a . ^amfi 

1 cos am/?.^ ama — cosama.Jam^ 

k' 2 ' sinama.^am/J + sinam/^.^/ama' 

yi _vhZL' = _ $-fr 
x lZa " ï+5' i-V ou ' 

cosam u _ cosam a -{- cosam /S sin ama — sinam/î 

sinamu.Jamv sinama-f- sin am fi cos ama — cosam/5 



Col) — z—, zr, — = — 7 , ou: 

X 2Zl £l]' - |'lj *») — Y 
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cosamu cos am a -f- cos am fi 



sinamv. z/amu sinama.cosam/?-sinam/?. cosama 
8În am a.cosam /?4-sî nam /^.cosama 



cos am a — cos am fi 

y». _ Y i+ Y i / _ _ fti' — S'y ou . 

cosamv cosama-|-cosam/? 



(53) 



(54) 



sin am u . d am v sinama.cosam/î-fsinam/?. cosama 

sin am a . cos am/î — sin am fi . cos am a 

cos am a — cos am fi 

_&_ = ?l+v = _ i±i' ou . 

X 2Zl 5-5' Y] - U)" 

cos am v cos ama-f cos am fi sin am a -f- sin am fi , 

sin am v . J am u sin am a — sin am fi cos am a — cos am fi' 

* _ç-K' _ _ .,£^1' . 



iamu -> _iama -f~ ^J&mfi 2 sin am a — sin am fi 

sin ara u. cosamv sinama-j-sinam/î " iaraa - Jara/?' 



^_ _ g+.g» _ _ ^ff+gt ou; ^amu = 

X2yi ££' — £'£ " £ — t' ' sinamv. cosamu 

iama-f iamjS sin am a.z/am/?4-sin amyff .iara a 

— -k . 



sinama.-^/am/?-sinara/? _^ama " iama- d&mfi 

(56) _**_ _ _1±£_ « _ k2 .S'-T-_iî ou: ^amv = 

x,y 2 ££' + £'£ " C ~" Ç ' sin ara u . cos am v 

z/ am a -)- ^ am /? 2 sin am OL.J&mfi- sin am/Î.Jaraa 



sinama.^/amyff +sinam fi.-J&mOL ' iama-iam^ 

iamv -^ama-j--^am/? , 2 sin am a -f- sin am fi 



sinamv. cosamu sin am a — sin am fi ' iama- ~/a.m fi 

(58 ) 7i*_3+J» £=£,„,: 
Zl z 2 Ç+Ç/ k* l — Y 

cosamu .cosamv cos am a -j- cos am /? 1 _/ama — _iam/? 

iarau.iamv iama-|-//am^ k 2# cosama — cosam/jf* 

. xix 2 1 YC— *£' 1 C" — C sin amu. sinamv 

C5yj z 1 z 2 ~k^•TT?"~~k 2 ïjt^Ç ;, ° U: iamu.iamv" 
1 cos am/2.^/am a - cos a m ol.J a.m fi _ 1 iama — Jwmfi 

k' 2 ^/ama-j- 4 axa fi k 2 'cosam/C:/ama-|-cosama.z/am/ïr 
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xix 2 __ 1 V£— •*£' ^l "" y . sinamu. sinamv 

yi72 ~k'*" TQ + V 7 l'Ç+ 7 ir' cosamu.cosamv 

1 co8am /ff. -/ama-cosama.^/alïi/5 cosama — cosam/? 



k' 2 ' cosama }- cosam/? cosaray^..iaraa-j-cosaraa.^/am/? 

ffjn yizg = £y + g'* ] _ Ç£'— g'g . cosamu,iamv _ 
y&\ ~~ ê£' + £'£ "~" ftf "~ £'V ° U cosamv.iamu ~~ 

sinama. cosam/?-}- sinam /?. cosama sinama. z/am/ff-sinam/?..^am a 

sinama.<_/am/ff + sinamyff . Jama sinama. cosam/?- sinam/?. cosam a" 

,n*\ x i^ £ + £' £")' + ?'•*) sinamu . iamv 

(62) == p-~ ur = -£ =t-, ou: — t = 

x 2 z! §*)' — s'*) Ç—Ç sinamv. z/amu 

• sin am a -j~ sin am fi ___ sin am a . cos am fi-\-sm amyff.cos ama 

sinama.cosam/ff-sinamyff.cosama sin am a — sin am /? 

f*o\ x i v 2 £ + ? £_"' + £'£ sin am u . cos am v 

{bô) =■ -^ ^ === ~_ _7 "* ou : ~ ~ 

*2 v i sV — 5 b b ~~ s sin am v . cos am u 

sinama-f- sinam/? sinam a. kf&mfi -j- sin &m fi . J &m ol 



sin am a . -/ara fi - sin am /? . ^ am a sin am a — sin am fi 

.... Xiy 2 z 2 g"!"?' ginamu.cosamv.iamv sin am a -f sin am /? 

(64) = ^ 1/' ou: ~ 1 -r= ~ " : 7j- 

X2y_z_ § "" s sinamv. cos amu.iam u sinama — smamp 

(65) =■■= ^ &r> ou - 

x 2 y t z 2 $ç ~ _% 



sm 



am u . cosam v.iamu sin am a . _/ am fi -\- sin am fi . z/ am a 



sin am v . cos amu.iamv sin am a . J am fi — sin am fi . Jama 

xiyiz 2 __ gy + g ^ _. 
x 2 y2Zi £*]' — £'*) 

sin am a . cos amu.^amv sin am a . cos am fi + 8i'n am fi . cos am a 

sinamv. cos amv.iamu sinam a. cosam/? — sinam /?. cosama" 



r«7ï *i x * ! Vg-^ ftn . 

(67) yT^z.^k-rTT^/ 11 * 

sin am u . sin am v 1 cos am fi . J am a — cos araa.iam/î 



cos am u . cos arav.Jarau. Jam v k' 2 ' cos am/i.Jama -j- cos am a . _/ am /?' 

yiy-2 **) ~h V cosamu.cosamv cosama-|-cosamfS 

(68) :== '.% OU i — ; g â ~~ - «• 

xix. 2 ziz 2 t] — 7]' sinam u.sinamv.z/amu.zrarav cosama-cosamp 

(69) _^?_ „ _ k «. 4+ ? ou: 

x_x«y_y» L— -C 

^ iamu.iamv _____ u 2 -^ ama + ^am ft 

sinamu. sinamv. cosam u . cosamv _/ama — Jam p 

1 1 • Si l'on pose v -= u, on aura: x 2 -= xi, y 2 --= yi, z 2 = z H £' = o, 
y=l, £' = 1, £ = 8in am (2u),7}- cosam (2u),L>^_/am (2u). Les équations 
(1), (8), (9), (10), (11), (34), (35), (36), (40), (41), (42) donneront alors: 



(1) sin am (2u) — - 
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2 sin am u .«os am u . J am u 



(2) cosam(2u) = 



(3) ^/am(2u) — 



1 — k 2 sin 4 aniu 

1 i 4 am u — k' 2 cos 2 am u — sin 2 am u . J 2 am u 

k 2 1 — k 2 8in 4 am u 1 — k 2 sin 4 am u 

cos 2 am u . i 2 am u — k' 2 sin 2 am u 

1 — k 2 sin 4 amu 

k' 2 + k 2 co8 4 amu i 2 amu — k 2 sin 2 amu .cos 2 amu 

1— k 2 sin 4 £mu 1 — k 2 sin 4 amu 

cos 2 amu. z/ 2 amu + k /2 sin 2 amu 

1 — k 2 sîn 4 amu 

,~ n . a ,c x 2 cos 2 amu . i 2 am u 

(4) cos am (2u) + J am (2u) = — _„ . 4 . 

1 — k 2 sin*amu 

(5) cos am (2u) — iam (2u) = — 

. 1 1 — z/am(2u) 1 — cosam(2u) 

(6) sin am u - -^ x + cosam(2u) - i + ^ a m(2u)- 

2 __ cosam (2u) + iam (2 u) _ k' 2 1 — /7am(2u) 

(7) cos amu - 1 + j &m(2xi) ~ -- p- jf ftm ( 2u )- cosam (2uV 

én cosam (2u) + ^/ara (2u) . ,„ 1 — cos ara (2u) 

(8) ^ 2 arau = 1 .l.^,^/9^ — ^ k 



(9) 
(10) 



1 + cosam(2u) ' ^/am (2u) — cos am (2u)' 

sin amu sinam(2u) 1 -/am(2u)-cosam(2u) 



cosamu.iamu cosam (2u) -\- ^ ara (2u) k' 2 ' sinam(2u) 

cos amu 1 -)- cosam (2u) sin am (2u) 

sin am u . ^ am u sinam(2u) 1 — cos am (2u)* 



iamu 1 + iam (2u) a sin ara (2u) 

sin am u . cos am u sinam(2u) 1 — -iam(2u)' 

\i>. Des équations du théorème fondamental de l'addition: 
- X!(a + X! 2 ) + byiZ! = o, 
x 2 (a -f x 2 2 ) -f- by 2 z a = o, 
£(a + r 2 ) " bï£ - o, 
b =» xix 2 f, a + 1 -= yiya^, ak 2 + 1 = z^t, 
on peut encore tirer une autre série de formules bien remarquables. 
En substituant dans l'équation identique: 

ak 2 +l-(a+ l)k 2 -k' 2 
les valeurs de ak 2 -f- 1 et de a -j- 1, on aura l'équation: 

ziZît — k^yiy* 7 ! ^ k ' 2 i ou : 
(l) iamu . iarav . iam(u -f- v) —k 2 cosam u . cosam v. cos am(u-f-v)^=k' 2 . 
Si dans les trois premières équations on fait usage des trois transfor- 
mations suivantes: 



-^ o, ou : yiy.2r — Z|Z.2'/"-~k' 2 X|X.2~~ o, et de là: 

^^ = 

* am (u + v) — .7 am u . -/ am v . cos am (u + v). 
* } on tire six nouvelles équations par substitution. 

^4) on tire: 
\§, et de là: x|y 1 -^x 2 z 1! ^ — XiX 2 y 2 Ç, ou en divi- 
— Xiy 2 Ç, ou: 

=/ am u . sin am (u-j v) — sin am u . cos am v . -/am(u-f v). 
^s mêmes équations: 
\^,Ç, et de là: x 2 ty-^x .y^f — x,x 2 £, ou en divisant 

x x Ç, ou: 
\- v) — cos am v. Vam u.sin am(u-f- v)-sin am u.-Vam(u-f"v). 
^) et (4) on tire: 

^ x,z 2 £, et de là: x?y 2 -^x 1 z. 2 f — x^y^, ou en divisant 
— Xoyjt, ou: 
1 \/ -•---■. /am v.sinam(u-f-v) — sinam v.cosamu.j/am(u-f v). 
VUations on tire de plus: 
" XiX 2 Ç, et de là: x?>/^=x 1 y 1 z. 2 ? — x x x 2 L, ou en divisant 
^^•2? "" x qÇi ou: 

^>(u-f v)^-cosamu._yam v.sinam(u+v)-sinamv.^am(u+v). 
^ (5) et (7) on tire; 

^C 2 z 2 ^ + k 2 x 2 y 1 ^, et de là: k 2 x^z 1 =^k 2 x 2 y 1 f— k 2 x x x 2 z 2 ry, 
^•f k 2 x 2 : x 2Zl — y x £ — x x z<fl, ou*. 
Htn u=eosam u.sinam(u-(-v) — sinamu. /am v. cosam(u-fv). 
équations (6) et (7) on tire: 
^ 1 x 2 z 1 / / -fk 2 x 1 y 2 i*, et de là: k 2 x?z. 2 -=k a x,y 2 |— k^x^ry, 

par k 2 Xj: x l z, 1 -= y 2 £ — x 2 z,/y, ou*. 
» Jam v = cos am v . sin am(u-(- v) — sin am v . --/am u . cos am (u+v). 
change le signe de v, on aura encore 16 formules correspondantes. 

rmules précédentes les formules (2), (3) et (4) ont donné lieu à la 
iction de Lagrange, suivant laquelle si les trois côtés d'un triangle, 
, - am u, b — •- am v, c ~ am (u i v) ces amplitudes étant toutes 
les et positives, le rapport constant des siiivs des côtés et des 
sera égal au module k: 

- \ — k, sin A -^=k. sin a, sin B — k . sin b, sinC -=k.sinc, 
sin c 
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on aura neuf nouvelles équations. 

Par la première transformation : a -f- x 2 — - a + 1 — y' 2 , on trouvera en 

divisant par x,y,, x 2 y 2 , et £ï): 

a 4" 1 . bzi i y , , x i y. 
yi+ - — o, ou : ys^ — yi+ x 2 £zi=- o, et de la: y x -- V21r]+X2Z 1 f,ou; 
yl Xi /: ; ; 

(2) cos am u ™ cos am v . cos am (u -f- v) -f- sin am v . J ai i i . sin am (u -|- v) 

y2+ — = o, ou : yi^l— y2+X!^Z2=o, et de là: y 2 -= yi^-f xiz 2 £, ou: 

y2 Xa 

(3) cos am v = cos ara u . cos am (u 4" v ) 4~ sin am u . Jarav, sin am (u -f* v ) 

a + 1 ht y x , . , ^ 

— — - ï]- J = o, ou: y,y a - 7]- X| X2Ç = o, et de la: if]=yiy2 - x^C, ou: 

(4) cos am (u -\- v) — cos am u . cos am v — sin am u . sin am v . J am (u -\- v). 

. a k 2 -|_ j z 2 

Par la seconde transformation : a-j~x 2 = - 2 * on trouvera en 

XiZi x 2 z 2 4 £Ç . 
divisant par -~ 2 , 2 et j_2 : 

ak 2 4-l k 2 byi 

zi~\ — ==o, ou: Z2t-z,-{-k 2 X2fyi=o,etdelà: zi~z 2 £4 k 2 X2yi£,oi».i 

Zi . Xi 

(5) iamu = iamv. iam (u -|- v) -f- k 2 sinam v.cos amu.sin am (u -j-v^>. 

ak 2 -|-l k 2 bya 

Z2~| =o, ou: z 1 £-Z2-f-k 2 xify2=o, et de là: zz—zi'Ç-^k^xtfz^ouÊ. : 

Zg X2 

(6) /iam v ~ iamu . iam (u -f- v) -f" k 2 sinamu . cos am v . sin am (u+ v), 

ak 2 _|_l k 2 bvi 

— ^— -£-—£- -=0, ouï z 1 Z2-Ç-k 2 x 1 X2^-= L o, etdelà: C=ziZ2-k 2 xiX2'yi, ou : 

(7) _/am (u-)-v) = iamu. J am v — k 2 sin am u . sin am v.cosam (u 4" v ^- 

Ca4-i)z 2 -Cak 2 4- i)y 2 



k' 2 



Par la troisième transformation : a 4" x 2 : 

,. . . X!y,Z! x 2 y 2 z 2 . S^L 

on trouvera en divisant par — £ t2 , — rys - et y 2 : 

(a 4- D.zi (a^+Dy, . k' 2 b y , . ,. 2 t 

— —■-- - - L ~ X 4 " o, ou: y a r lZl — z 2 tji + k' 2 x 2 £ --o, 

yi z i x i 

et de là: k /2 X2^ = yiZ2Ç — y2 z i ï h oïl: 

(8) k' 2 . sin am v . sin am (u 4" v ) — 

— - cos am u . J am v .iam (u 4" v) - cos am v . _7am u . cos am (u 4~ v )« 

(a4-Dz2 (ak 2 +Dy2 , k' 2 b .. , 1/2 t 
- 2 - "- ^— ^- 2 4- - • - = o, ou: y 1 7]z 2 - z,Ly 2 4~ k' 2 Xl £ =- o, 

y2 z 2 x 2 

et de là: k' 2 X!^= y 2 z 1 Ç — JiH^» ou: 

(9) k /2 sinamu . sinam (u 4* v) = 

= cos am v . Jamu. .--'/ am (u 4" v ) ~~ cos am u . /am v . cos am (u 4 _ v). 
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(a+Dt fa^ + lty k' 2 b 

r" fc ^ °' ou: yiy*2r z i z 2 , /~ k'*x,x 2 -= o, et de la: 

k' 2 x,x 2 ^=y,y 2 Ç — z,z 2 J?, ou: 

(10) k' 2 . sinamu . sinamv = 

= cos am u . cosam v . /J am (u -f- v) — J am u . _/ am v . cos am (u 4" v). 

Des équations (2) — (7) on tire six nouvelles équations par substitution. 
Ainsi des équotions (2) et (4) on tire: 

yi=yiyl " x ' x 2 v 2Çi- x 2 z i!^ et delà: xlj l ^x 2 z 1 ^—x l x 2 y, 2 L, ou en divi- 
sant par x 2 : x 2 yi-=z 1 if — x 1 y 2 t, ou: 

(1 1) 8inamv . cosam u— -/am u . sinam(u-j v) — sin am u . cosam v .-/arn(u-fv). 
De plus on tire des mêmes équations: 

^=-y?^-|-x 2 y 2 z 1 §--x 1 x 2 Ç, et de là: x|-ç--=x_,y 2 z 1 ^ — x,x 2 £, ou en divisant 
par x 2 : x 2 r/^=y 2 z,£ — x x t, ou: 

(12) sin am v.cos am(u -{- v) — cos am v.-/am u.sin am(u-f- v)- sin am u. -Vam(u-J-v). 
Des équations (3) et (4) on tire: 

y.2-=yiy 2 — x,x 2 y 1 Ç+x 1 z 2 ^, et de là: x?y 2 — x^l — x^^y^, ou en divisant 
par x^ x x y 2 = z 2 £ — x 2 y,£, ou: 

(13) sinamu cosamv ~- /arnv.sinam(u-f-v) — sinam v .cosamu.-^am(u f v). 
Des mêmes équations on tire de plus : 

/;==y?ry + x 1 y 1 z 2i ^ — XjX 2 Ç, et de là: x?^-=x 1 y 1 z. 2 ^ — X!X 2 L, ou en divisant 
par x l : x^ç— y,z 2 £ - x 2 £, ou : 

(14) sin am u.cos am(u+ v)=^cos am u.Jam v.sin am (u+ v)-sin am v. :/am(u-{- v). 
Des équations (5) et (7) on tire; 

z,^=z 1 z| — k 2 x 1 x 2 z 2 ^ + k 2 x 2 y 1 ^, et de là: k 2 x^Z|=^k 2 x 2 yif— k 2 x 1 x 2 z 2 r / , 
ou en divisant par k 2 x 2 : x 2 z x ^ y^ — x 1 z 2 */, ou*. 

(15) sinamv._/amu=cosamu.sinam(u-}-v) — sinamu. /am v. cosam(u+v). 
Enfin des équations (6) et (7) on tire: 

z 2 = z?z 2 — k 2 x 1 x 2 z,^+k 2 x 1 y 2l ï, et delà: k 2 xfz 2 -^k 2 x,y 2 §"— k^x^r/, 
ou en divisant par k 2 x,: X!Z 2 = y 2 £ — x 2 z,ty, ou: 

(16) sin am u . _/am v = cos am v . sin am(u-p v) — sin am v . Vam u . cos ani (u+v). 
Si Ton change le signe de v, on aura encore 16 formules correspondantes. 

I «'• Des formules précédentes les formules (2), (3) et (4) ont donné lieu à la 
célèbre construction de Lagrange, suivant laquelle si les trois côtés d'un triangle, 
ABC, sont: a - am u, b -^ am v, c -= am (u i v) ces amplitudes étant toutes 
supposées réelles et positives, le rapport constant des sinus des côtés et des 
angles opposés sera égal au module k: 

sin A sin B sin C . . . . . -r» i • i • r« i 

— . , ^ . ^ k, sinA--^k.sina, sinB --k.sinb, smC ^-k.sinc, 
sin a sin b sin c 
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et les cosinus des angles sei % ont au signe près égaux à: z/ am n, d am v, 
iara(u± v). 

En effet on a dans la trigonométrie sphérique les trois formules • fon- 
damentales: 

cos a = cos b . cos c — sin b . sin c . cos A, 
cosb = cosa . cosc — sin a . sine . cosB, 
co8c — cosa . cosb — sin a . sinb .cosC. 
En substituant les valeurs : a^amu, b ■= am v, c = am (u ± v), ces 
formules deviendront: 

cosamu = cosamv . cosam(u ±v) — sinamv. sinam (u db v) . cos A, 
cosamv = cosamu . cosam(u ±v) — sinamu .sinam (u± v) .cos B, 
cos am (u±v) — cos am u . cos am v — sin am u . sin am v . cos C, 

et en comparant ces formules avec les trois formules (2), (3) et (4) du pa- 
ragraphe précédent on en déduira: 

cos A = =p iamu, cos B — — iamv, cos C = i-iam (u± v). 
De là on trouve de plus: 
sin A=k. sinam u--k sin a, sin B — k.sin amv k.sinb, sinC-k.sinam(uzbv) k.sinc, 

sin A sin B sin C _ 

sin a sin b sin c 

1 4. Si dans les formules du 5 on fait x 2 égal à une constante arbitraire, 
donc: dx 2 = o, on aura les conditions qui doivent avoir lieu entre les fonc- 
tions elliptiques x t et £, pour que: 

dxi _ ^ d| 

V^-A . l/"i-k 2 xï l/"i-£ 2 . V ? f-~k 2 £ 2, 

ou, ce qui revient au même, les équations du 5 représenteront l'intégrale 
générale de cette équation différentielle. 

Si l'on donne dans ces intégrales générales à la constante indéterminée 
x 2 des valeurs particulières, on trouvera des intégrales particulières. On 
en doit remarquer celles, qu'on trouvera en supposant: 

_L -1- 1 

x 2 -^= o, x 2 -=oo, x 2 --=dbl, x 2 =^= — . 
Si Ton pose c au lieu de x 2 et x, y, z au lieu de x 1 ,y 1 ,z 1 , on aura 
l'équation différentielle: 

(l) *L _ ____£__, 

Y\ -x 2 . i/T^k" a x a V l -£* • Ki-k 2 ! 2 

dont l'intégrale générale sera: 



,e .. xl/"l-c 8 .l/T- k 2 c 2 + c|/"l-x».y r l-kV 
l-k 2 c 2 x 2 
et dont on remarquera les intégrales particulières: 



(2) s- 
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(3) I-,, g-- kx , b -±^ np ^ a , | - ± - . - yr __ . 

On peut introduire 17 — j/^l — £ 2 , ou t = j/^1 -k 2 |- comme variables 
au lieu de £. On aura alors: 



"^ Kk' 2 +k 2 *? 2 , et l'équation différentielle (1) aura la forme: 

dx _____ di? <ty 

V ï^ï 2 . l/"l— k 2 x 2 ' " "" g l/T^. "jA' 2 + -V ' 
dont l'intégrale générale est donnée par l'équation (2) du 5: 

__ j/Y-T 2 . y T-x^ — c yT-\ïç* . x . i/r-k*x g 

' î-k 2 C 2 X 2 

ou la forme : 

dx d£ dj_ _ 

dont l'intégrale générale est donnée par l'équation (3) dn 5: 

r _ |/'f 7r k 2 c 2 . |/'î^k 2 x 2 " — k 2 c . |/" W 2 ". x . l/l -x 2 
- " 1 — k 2 C 2 X 2 

On donnera à la première de ces équations différentielles une forme 
plus commode, si Ton considère — -ç ê comme variable an lieu de rj. Nous 
désignerons cette variable de nouveau par £, et poserons: £ — — ~, ^ = — k'£, 
et nous aurons alors l'équation différentielle: 

jdx df 

(4) i/ï^x 2 . j/îTPx 2 = Y'i -k 72 s *y7+k 2 T 2 ' 

dont l'intégrale générale sera: 



£ -= A cVl— k^c 2 . x |/"l — k 2 x 2 -- |/"l -c 2 . |/"l -x 2 
1 } .- ' k' - l-k 2 c 2 x 2 

et dont on remarquera les intégrales particulières: 

16) §- - -,—,$-_ kk(x --.*--^[^ s ,s— k1 /j: xî ' 

On donnera à la seconde équation différentielle une forme plus com- 
mode, si l'on y considère — -*, comme variable au lieu de t. Nous 
désignerons cette variable de nouveau par £, et poserons: £ = — ~, 
£ - — k'£, et nous aurons alors l'équation différentielle : 

dx d£ 



(7) 



, dont l'intégrale générale sera: 
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e _ 1 k*c . V 1-c 2 . x . j/"ï-x a — Y\— k*'c» ■ V\— k*x g 
(8) b ""k'- l-k«c»x* 

et dont on remarquera les intégrales particulières: 



Vl-k»x* t _ . i_Vj_- 



•i 1 



(9) b k , , „ - _ - k , x - -,§ - _ ^j.^i, S - -^ ... x ,- 

On remarque ici que les intégrales particulières (3), (6), et (9) sont 
toutes à un coefficient constant près égales aux quotients de deux des quatre 
quantités 1, x, y = y 1 — x 2 , et z =|/ 1 — k 2 x 2 . 



Chapitre second. 

Intégrales elliptiques complètes. 

!£)• Les valeurs que l'intégrale elliptique: 

/x dx 
VT^xV 



/l-x'Yl-k'V 



acquiert aux limites, où les deux valeurs du radical y ï — x 2 , et les deux 
valeurs du radical y 1 — k 2 x 2 coïncident, jouent un grand rôle dans la 
théorie des fonctions elliptiques. 

Ces valeurs de la variable indépendante x sont: x = ± 1, x ~ db --. 
Pnisque l'intégrale change de signe avec x, nous considérons seulement les 
valeurs positives: x = + ^ x ^ 4" t~- 

On nomme l'intégrale correspondante à la valeur x = -{- 1,, Vintégrale 
complète, et on la désigne par la grande lettre correspondante à celle par 
laquelle le module, dont elle est fonction, est désigné. Ainsi on a pour 
le module k: 



/* dx T7U dç 

l/"l-x 2 \l/"ï-k 2 x^ ^ J *~y T—Î?àn*9' 
e module complémentaire k': 

/* dx /»7C 

iTî-^^r-^k 7 ^ 2 ra J V i - 



l/~l-x 2 .)/~l 
et pour le module complémentaire k': 

dç 
^k' 2 sin 2 9 

Pour bien fixer la définition de l'intégrale complète, on suppose de plus 
que les radicaux :\/ 1 — x 2 , |/l — k 2 x 2 et j/l— k' 2 x 2 ne changent pas les 
signes pendant l'intégration, et que les radicaux |/"l— k 2 x 2 et j/l — k /2 x 2 
finissent pour la valeur x = 1 par les valeurs -+- k' et + k. Puisque les 
trois radicaux commencent pour x = o par la valeur -f~ 1, il suit de là 
qu'elles doivent toujours rester positives, et qu'en cas de valeurs imaginai- 
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res, leurs parties réelles resteront positives. De plus puisque |/1 — k 2 x -finît 
pour x = 1 par la valeur |/1— k 2 --= -f~ k', et que pour des valeurs réelles, 

mais négatives de 1— k 2 on a suivant 1: +k' =^= j/~l— k 2 = •— = = 

= — ïy k 2 — 1, il faut que pour des valeurs réelles, mais négatives de 
1 - k*x 2 on a: yï—k*x*-^ V k ***~± = - i j/k 2 ^ 2 ~T De même 
il faut que pour des valeurs réelles, mais négatives de 1 — k' 2 x 2 on a: 
yï ^k 72 x^ = * k ' * ~ 1 -= — i l/"k /2 x 2 -l. Pour ce qui concerne le 
signe du radical y 1 — x 2 dans le cas de valeurs réelles mais négatives de 
1 — x 2 , on peut supposer que toujours: |/^l — x 2 = ----. — -ij/x 2 -l, 

ou que toujours: ]/l— x 2 ~ -\- ij/x 2 — 1 = — - .--•■ -. 
On tire des deux équations précédentes: 

sin am (K, k) = + 1, cosam (K, k) — o, iam (K, k) «- -f V, 
sin am (K',k') = + 1, cosam (K',k')-= o, -/am (K',k') -= -fk. 
Si k 2 est une quantité réelle, positive et moindre que l'unité, on trou- 
vera Tintégrale complète K en série convergente en développant la dérivée 
1 

- r - ,-„ v « en série convergente. On aura alors: 
|/ 1 — k 2 sin 2 9 6 

/.TU do 

(1) K=-F(k)^/- /r _-p^ ç = 

n 

— / î {l+ik««n<p+-J--®k««ii«ç + 2Yg k««n«<p+ • • •} - 

Si k 2 est une quantité réelle et positive, mais plus grande que l'unité, 
on pose: k — -y-, où l sera une quantité positive moindre que l'unité. Si 
l'on pose de plus: kx ■= y = if, x = 2|, on aura: 

/i dx /. 1 . d£ 

o yï- P.y\— k*x*^ L J 'yr-i^ïyï-p'**' 

i ç\ d£ çL d£ \ 

p 1 _d§ 

On a maintenant: J '?' _^ &2 ' r _> 2 =^ L ^= F(/). De plus puis- 

-./% 7T-T lAV-'ï ^r~ = l/f a — 1 

que il est suppose que:)/ 1 — k z x z = , ou y 1 — §*=■= - — ; , 



on aura: 



ào 

ri _ d g . r\ jf j 

où ]/ g 2 — 1 et |/1 — Z 2 g 2 resteront positives entre les limites de l'intégration. 
En comparant maintenant la différentielle de cette dernière intégrale 
avec l'équation (7) du 14, où Pon changerais' en /, donc k en V = }/"l - Z 2 , 
on trouvera que l'équation différentielle: 

_ _dx^ dg 

sera satisfaite par l'intégrale particulière : g — ? ûi~i - ^ e ^ on trouve; 
x == ^'r 1 , Kl^-x* — ^ ^i* gg , j/"l-/' 2 x 2 - |. Aux limites 

g — 1 et | — — correspondent donc les limites x — o et x = 1, et les radi- 
caux |/l— x 2 et ]/l — Z'*x 2 resteront positifs entre ces limites. Donc on aura: 

r\ dg _ r l dx _ _ /l/~T 

J Vi^p", V^F^Ï "" «{ V'i-x^Vuï^ ~" L'-F(i') - F^ ^ 1-^ 
On aura donc dans le cas de k 2 > 1 : 

(2 ) K = F(k) - «L -H L') --= y( P (|) + * K^ 1 " à))" 

Si k 2 est une quantité réelle mais négative, k 2 — - / 2 , où l 2 est 
une quantité positive, on aura: 

/* dx r x dx 

o \^l^*.\/\~k*x* ^ J q Vl—x 2 . j/t+~/*x** 

Cette intégrale peut être développée dans la série: 

K - F iV-n - FI- iO- *{ 1 - <*>.<■ + (£)V-(£§) V+... j. 

Cette série ne se distingue de la série (1) que par les signes alternatifs de 
ces termes. Mais on peut aussi facilement réduire cette intégrale à la forme 

ordinaire. En effet on la réduira à la forme (4) du 14 par la substitution: 

r _J l 

x = m'g, /m' = y 1— m' 2 = m, où m' =■• w- , ■ 2 , m = ^ -_, -^seront 

moindres que l'unité. On aura alors: 

f l dx _^ ê rL dg 

J Vl-x 2 . |/"i +l 2 x 2 " m J m |/'l-m /2 'g 2 .l/'l+m 2 g 2 
où les radicaux |/^1 — ra' 2 g 2 et J/l-}-m 2 g 2 resteront positifs entre les 
limites de l'intégration. 

En comparant la différentielle de cette dernière intégrale avec l'équa- 
tion (4) du 14, où l'on changera k et k' en m et m', on trouvera que 
l'équation différentielle : 
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te df 

Vï-iî* '. y\ ^ *ï« yi-m"ï* . yt+^p 

x 

sera satisfaite par l'intégrale particulière: | = 1 a— — ~=. De là on trouve: 

Aux limites £ = o et £ = - ;, correspondent donc les limites x = o etx ™ 1, 
et les radicaux |/^1 — x 2 et j/"l — m 2 x 2 resteront positifs entre ces limites. 
Donc on aura: 

çL t d| r 1 dx 

J m yï-^ i *i 2 .V r l + ra 2 £ 2 ^ J J/T-^x 2 . |/l — m 2 x 2=== 

On aura donc dans le cas de k 2 négative: 
(3) K « F(k) - F(- i V-V) - m'. M = ^-^ F ("^f^) - 

"|/"l-k 2 Vj/'i-k 2 / ^ V k' /" 
Si enfin k 2 est une quantité imaginaire, k le sera aussi, et on aura: 
k -=- a -{- ib, a et b étant des quantités réelles et a positive. On a alors : 
l-k 2 x 2 -=l-(a 2 -b 2 + 2iab)x 2 -= 1 - (a 2 -b 2 )x 2 -2iabx 2 = r(cosp+ isinp), 
où : r cos p = 1 — (a 2 — b 2 )x 2 , r sin p ™ — 2 ab x 2 . 

J^ï-~k»x» - Kr(cos(Ç)) + i sin (5) ), ^_ k , x , = j/ r (co 8 (»)-isin(&)). 

On voit de là que, tant que x varie de o à 1 en restant toujours 
réelle, sin p aura toujours le signe contraire à celui de b. De plus, puisque nous 
avons supposé que la partie réelle du radical J/^l — k 2 x 2 restera toujours 

positive, cos (Ç) restera toujours positive. De là on trouve que sin (5) -= 

sin p . , . . 

— — aura toujours le même signe que sm p, donc le signe contraire a 



2 cos (Ç) 
celui de L. On a maintenant 



dx fHcosflp-isinQ^.dx 



r dx r Hcos^J-isinÇP);. 

(4) K = J j/^-2 j/f^k^^J Kr.l/Ï^ 2 " 

1 cos(p) 
Kr.J/: 



r 1 cos(p) . dx r 1 sin (p,) . dx 



ou: 



/ ! C0 8 (?) • d x f l sin(P) - dx 



seront des quantités réelles. A aura le même signe que cos (\) et sera 
donc positive, B aura le signe contraire à sin (Ç), donc le même signe que b. 
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On peut développer les quantités A et B en séries convergentes en 
développant leurs différentielles . sous le signe d'intégration en séries conver- 
gentes. Il nous suffira ici de préciser leurs signes. 

Les formules précédentes qui donnent la valeur de K dans les cas du 
carré du module, k 2 , positif et plus petit que l'unité, de k 2 plus grand que 
l'unité, de k 2 négatif, et de k 2 imaginaire, donnent en même temps V intégrait 
complète complémentaire: K' = F(k'). En effet, si le carré du module, k 2 . 
est positif et plus petit que l'unité, le carré du module complémentaire 
k' 2 — 1 — k 2 , sera de même positif et plus petit que l'unité, et on aura: 

(5) k'-- F(k')-^{i + (4)*.k'» + Q;-J)".k'«+Q;J;5)'.k'«-i-...}. 

Si k 2 est positif et plus grand que l'unité, k ~ * , on aura: k' 2 = 
~- 1 — k 2 = l — „ -= y 2 — — „. On trouvera alors K' de Téquatior 

(3) si Ton y pose y an lieu de l. On aura alors: m ^=> /', m' — Z, et: 
(6) K' - F(k') = l . V - l . F(Z') = * F (Y 1 "h) ^l F ( ^k" * )' 

Si le carré du module est négatif, k 2 = — l 2 , le module complémen- 
taire deviendra: k' = j/l-f-/ 2 , dono plus grand que l'unité. On trouve alor; 
K' de l'équation (2), si Ton y pose k' au lieu de k: 

K . =w ^}| FG ,) +iF( V 1 :^)H^p(i) +IF (i^-)|. 

Enfin si le module est imaginaire, k = a -j- ib, où a et b sont des quan 
tités réelles et a positive, k' sera aussi imaginaire, k' = a' -\- ib* où a' et b 
sont des quantités réelles, déterminées . par les équations: 
a 2 — b 2 + a' 2 - &' 2 = 1; ab + afV = o, 
et a 1 une quantité positive. De la dernière de ces équations on trouve 
// = — -. Donc puisque a et a' sont des quantités positives, b' aura 1< 
signe contraire à celui de b. Donc on aura, en vertu de l'équation (4): 

(8) K' = A' + \B é , 

où A 1 et B' sont des quantités réelles, A' positive et B' de même sigm 
que b\ donc de signe contraire à celui de b Les quantités B et B' on 
donc toujours des signes contraires. 

1b. Cherchons maintenant la valeur de l'intégrale elliptique entre le 
limites o et — . Nous ferons sur les valeurs des radicaux j/i— x 2 et ]/i— k?i 
les mêmes suppositions que dans le paragraphe précédent, savoir qu'ils n 
changent pas les signes pendant l'intégration, et que pour la valeur x = 
on a: J/l — k»x 2 = + k\ 
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De là il suit que les parties réelles des deux radicaux doivent toujours 
rester positives, puisque pour x — - o ces radicaux commencent par la valeur -j- 1. 

De plus, si le carré de k 2 est une quantité réelle, positive et plus grande 
que l'unité, on aura pour des valeurs réelles mais négatives de 1 — k 2 x 2 : 

T/"jç2 x 2 ï 

\f\ — k 2 x 2 == +-- .--- - = — - i y k 2 x 2 — 1, puisque pour des valeurs 

négatives de k' 2 = 1 — k 2 on a; k' = + YA^ll = _ j j/p-Zl §i k 2 

est réelle mais plus petite que l'unité, ou si k 2 est une quantité imaginaire, 
on peut pour des valeurs réelles mais négatives de 1 — k 2 x 2 supposer: 

|/"l-k 2 x 2 = + * . = - ilA 2 x 2 -l, ou Y\ — k 2 X 2 = 

l/"k2 x 2 _ \ 

= 4~ ïyk 2 x* — 1= — •.-•■- -, seulement qu'on ne change jamais pen- 

dant l'intégration de Tune à l'autre de ces suppositions. 

De même pour des valeurs réelles mais négatives de 1 — x 2 on peut 

1 /" 2 1 

supposer que: |/.l — x 2 = + = — îyx 2 — l ou que j/~l — x 2 = 

= "I" ij/x 2 — 1= — - — : . Dans le cas de la première supposition le ra- 
dical j/"l—x 2 finira pour x= ,- par la valeur: l/l— 2 =r'— il/ p— 1 = 

ik' . . 1 

= — -; dans le cas de la seconde supposition le radical finira pour x = 

par lu valeur: y 1— k .,= + i J/ - 2 — 1 = -\- ^ . 

Si le carré du module k, k 2 , est une quantité réelle, positive et plus 
petite que l'unité,' k et k' seront tous les deux des quantités réelles, ces 
deux suppositions sont admissibles toutes les deux, et l'intégrale aura deux 
valeurs différentes selon que l'on aura suivi Tune ou l'autre de ces suppositions. 

Si le carré k 2 est une quantité réelle, positive, mais plus grande que l'unité, 

ik' 1/k 2 -T . . . . , /-- — 

= ■■— sera une quantité réelle et positive, puisque k' = — ij/k 2 -l; 

donc il faudra alors que y 1 — x 2 finisse par la valeur: -\- — , et que pour 

des valeurs réelles, mais négatives de 1 — x 2 on ait: |/l— x*==-H J/x 2 ^ï~== 

= — ¥-~ ~- — Si k 2 est une quantité réelle mais négative, on a: k = 



i 



1/ — k 2 / / 

- — : — = — \y — k 2 , k' = y 1 — k 2 sera une quantité réelle et positive, 



i 
ik' k' 



et = — Y7 sera une quantité réelle et négative ; donc il faudra alors 

k |/— k 2 jk* 

que J^t— x 2 finisse par la valeur : — , et que pour des valeurs réelles mais 

| l/~x 2 ~M / 

négatives de l — x 2 on ait: j/ 1— x 2 = -f — -j = — fy * 2 ~ *• Enfin 

si k 2 est une quantité imaginaire, k et k' seront tous les deux des quan- 
tités imaginaires: k = a-|"^i k = a' -(- *b\ où a et a' sont des quantités 

3 
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réelles positives, b et V des quantités réelles et des signes contraires. On aura 

ik' -&' + ia # a'b-aV . . aa' + bb' _ . ,_ _, ■ 

alors: — = r- rr ="5 — i — Tï H" l ~T~ï — ïï • Donc 81 ab — ab est une 

k a -f- rô a 2 + £ 2 a 2 + b* 

quantité positive, il faudra que |/ï^-x* finisse par la valeur: + —, et qu'on ait: 
_.. . l/ r ^T~1 

y 1— x 2 = + i|/x 2 — 1 = — - — ; . Si au contraire a'b — ab' est 

1 ik' 

une quantité négative, il faudra que y\ — x 2 finît par la valeur: — — , et 

qu'on ait: l/r^-f^y^ 1 = - i/x 2 "-l 

Puisque pour x= 1 on a toujours j/ï— k*x* = + k', on aura: 

/l dx _ r x dx , r. 1 . dx 

k j/ï^x^j/T-^x 2 ~ «/ VT-^Y~î-k*x* J " l/"l-x 2 . jA-kV 



J i/ r x 2 -i;'|/'i-k 2 x 2 ' 



sera satisfaite par l'intégrale particulière: x* = /-- ,, 2 £2> £ = C7; 



où le signe du second terme sera -j- ou — -> suivant qu'on a: yl—x 2 = 
= -\- L : , ou qu on a: y 1 — x* = — — , ou, ce qui vaut le 

même, suivant que ce radical finît pour x = par la valeur: — -,- , ou par 
la valeur: 4~t-* 

En comparant la différentielle de la dernière intégrale avec l'équation 
(7) du 14 où l'on changera x et if, k et k', on trouve que l'équation dif- 
férentielle : 

dx d£ 

j/'x 2 ^ y i- k 2 x 2 = vTT 2 - j/'i-k' 2 ! 2 

1 - Y*1~A 

= " :'x ' 

, l/*1 - k 2 x 2 , 1 1 

Vl-Ç 2 - *— -p , j/l-k' 2 £ 2 = --. Aux limites x = 1 et x = * 

K X X K 

correspondent alors les limites £ = o et £ = 1. Donc on aura: 

ri dx f 1 d| 

J Vx^^-j/r-^x 2 " = J |/T-^l/'l--k' 2 £ 2 ' 
Puisque les variables x et £ doivent varier d'une manière continue entre 
les limites de l'intégration, et puisque le radical \/\ — k 2 x 2 ne change pas de 
signe, les radicaux y 1— £ 2 et |/"l — k' 2 £ 2 ne changeront pas de signe; 
ils commenceront pour x = 1, £ = o, par les valeurs + 1, et le dernier ra- 
dical finira pour x = — , |= 1, par la valeur: + k. Donc la valeur de 
cette intégrale sera K', et on aura : 

eu 



/'. dx 

k yï^ï*\VT=*w> = K ^ iK '' 



où le signe du second terme sera -f- ou — suivant que le radical J/'l-x 2 û- 

ik' , ik' 

nisse par: --^"i ou par -f- — . 
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De là on trouve : 
(2) sin am (K ± iK') - ^ cos am (K ± iK') - qp "y> J&m ( K±iK ') = °- 

Si k 2 > 0, maïs <C 1, on peut admettre les deux signes; si k 2 > 1, il 
faut admettre seulement le signe inférieur; si k 2 <T 0, il faut admettre seu- 
lement le signe supérieur; enfin si k 2 est une quantité imaginaire, k = a -f" iô, 
k' = a 4 -f" M>\ et a 'b — a b 4 > °-> il faut admettre seulement le signe inférieur, 
si a'b — ab* <C o, il faut admettre seulement le signe supérieur. 

Nous ferons voir plus tard que les équations (2) ont lieu pour des 
valeurs quelconques de k. 

1 ■ • Le rapport des deux intégrales complètes K et K', ou, si Tune ou 
toutes les deux de ces intégrales sont imaginaires, la partie réelle de leur 
rapport, est toujours positive. 

En effet, si k 2 est une quantité réelle,' positive et plus petite que l'unité, 
K et K' seront toutes les deux des quantités réelles et positives, donc leur 
rapport sera une quantité réelle et positive. 

Si k 2 est une quantité réelle et positive, mais plus grande que l'unité, 

k = -y, où l <Z 1, on a suivant les équations (2) et (6) du 15 : K « Z (L + iL'), 

K' = ZI/, où L et L' sont des quantités réelles et positives. Donc la partie 

' K T K' 

réelle du rapport -—, qui sera égale à ^ et celle du rapport-^-, qui sera égale 

LL' . . • 

a 2 , r , 2 , sont positives. 

Si k 2 est une quantité réelle, mais négative, k 2 = — Z 2 , où Z 2 est une 
quantité positive, on a suivant les équations (3) et (7) du 15: 

K = m' M, K' = m' (M' + iM), où m = lX , m' = =-^=-=, donc 

j/i -f p y\ +t* 

m 2 > o, et < 1, et par conséquent M et M' seront des quantités réelles et posi- 

K MM' 

tives. Donc la partie réelle du rapport — , qui sera égale à ^r^, et celle 

K . M' m -f m 

du rapport —-, qui sera égale à M , seront positives. 

Enfin que k 2 soit une quantité imaginaire, k = a -f" i^ k' = a' + \b\ où 

a, b* a', b 1 sont des quantités réelles, a et a 4 positives, b et b 4 des signes oppo- 

ses. Si l'on pose alors kx = §, x = -- ■-, on trouve : 

/JL dx r 1 j d| 

o k > / "i"x 2 .>/'i-k 2 x 2 " = J yki — p.yr^i** ■ 

En substituant ici k = a -f - i#, on trouvera : 

k 2 - £ 2 = a 2 - b 2 - £ 2 + 2i àb = r(cos p -f— ï sin p), où: r . cos p = a 2 - b 2 - g 2 , 

r . sin p = 2 a£, donc: }/V 2 -£ 2 =* j/V (cos Ç + * sin Ç), T/^r^^r^ ™ 
*= y r (cos| — i sin £). 

J 1 dg r 1 cos p . dg r 1 sin p . dg 



VK^l-K»" K- ÎK\ 
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où A" et B" sont des quantités réelles. Si maintenant on fait sur les signes 
des radicaux: }^f^l^=-»}/]^™É*, et j/"l~ : Px 2 =|/"f^les mêmes 
suppositions que dans le paragraphe précédent, et qu'on suppose de plus 
que non seulement la partie réelle, mais aussi le coefficient de i du pre- 
mier radical, c'est à dire }/~r . cos Ç et y r . sin \ ne changent pas de signe 
pendant l'intégration, A ;) aura le même signe que cos Ç, et B" le signe 
opposé à sin \. 

Maintenant que b soit une quantité positive, donc b' une quantité néga- 
tive. Alors a'b — ab' sera une quantité positive et suivant 16 le radical 

/■'■■;. . ik' 

y 1 — x 2 , qui commence par la valeur -f" *i finira par la valeur: -f- -r— , 

et on aura: 

_dx 

'j/l— x 2 .|/l 

ou, en vertu des équations (4) et (8) du 15. 

A" + i B" = (A + i B) — i (A' + i B') = (A| B') + i (B — A'). 
Donc on aura: A" = A -f B', B" = B — A'. 

Alors le radical y k 2 — £ 2 = k yl—x 2 commencera par la valeur: 
k = a -f- i#, et finira par la valeur: ik' = — b' -f- \a 4 \ donc sa partie réelle 
et son coefficient de i commenceront et finiront par des valeurs positives, 
et, puisque nous avons supposé que le signe de la partie réelle et du coef- 
ficient de i du radical j/l— x 2 ne change pas pendant l'intégration, elles 
resteront toujours positives. Mais y k 2 — f 2 =- yr (cos \ -|- isin p), où }/r 
est une quantité positive; donc cos Ç et sin \ resteront toujours positives. 
Donc enfin A" = A -|- B' sera une quantité positive et B" = B — A' une 
quantité négative. 

Mais suivant 15 dans le cas que nous considérons, B sera une quan- 
tité positive et B' une quantité négative, A et A' étant toujours des quan- 
tités positives ; donc on aura : A > — B', et A' > B. 

Si b est une quantité négative, par conséquent b' une quantité positive, 

alors a'b — ab' sera une quantité négative, et suivant 16 le radical J/ï— "x 5 , 

ik' 
qui commence parla valeur -f- 1, finira par la valeur: — ,~. Alors on 

aura : . 

/A dx 

o "yY^^vr^k^ - k -h k' 

ou: A" -f i B" - (A + i B) -f i(A' + i B') = (A - B') + i (A' -f B), donc: 
A" - A — B', et B" = A' -f B. 

Alors le radical yk 2 —!; 2 = kyl — x 2 commencera par la valeur: 
k = a -f- i£, et finira par la valeur: — \k' = b' — \a'\ donc sa partie réelle 
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commencera et finira par des valeurs positives, et le coefficient de i com- 
mencera et finira par des valeurs négatives, et puisque le signe de la partie 
réelle et du coefficient de i du radical y 1 -^x 2 ne doit pas changer pen- 
dant l'intégration, la partie réelle du radical }/k 2 — £ 2 restera toujours 
positive, et le coefficient de i toujours négatif. Donc cos \ restera toujours 
positif et sin \ toujours négatif, ou A" = A — B' et B" = A' -(- B seront 
toutes lès deux des quantités positives. 

Mais suivant 15 B sera dans ce cas une quantité négative et B' une 
quantité positive; donc enfin on aura: A > R' et A' > — B. 

Donc toujours A sera plus grande que la valeur numérique de B', et 
A' plus grande que la valeur numérique de B. 

On a maintenant: 

K = A + iB AA' + BB' . A'B - AB' 
K' A' + i B' " A' 2 + B' 2 + l * A' 2 + B' 2 ' 

_?l A ' + iB ' = AA' + BB' . AB' — A 'B 

K " Â + i B A 2 fB 2 +1, A 2 +B' 2 ' 
Puisque B et B' ont toujours des signes contraires, BB' sera une quantité né- 
gative, et AA'> — BB', ou: AA' -\- BB' une quantité positive. Donc les 

K K' 

parties réelles des rapports: -~r et -g- seront toujours positives. 

On voit de plus que le coefficient de i du rapport -_, aura le même 
signe que b y c'est à dire que le coefficient de i dans la valeur du module 
k; et que le coefficient de i du rapport ^> aura le même signe que b\ 
c'est à dire que le coefficient de i dans la valeur du module complémentaire 
k', ou le signe opposé au coefficient de i dans la valeur du module k. 

Chapitre troisième. 

Fonctions elliptiques d'arguments négatifs et imaginaires. 

1». De lcquation: u = J -^-—---^ - j y^ x iy V Jz\ï x * on 

trouve en changeant le signe de 9 et de x: 

/-ç dç r-x dx rç d9 

l/l— k 2 sin 2 9 ~ J Y'\ - x 2 . "J/T^x 2 = ~~ J Y~\ — k*sin*p = 

/x dx 

~r" ~"~Z~~r ,7': = — u. Donc on aura: 
Y\ -x 2 .]/l-k 2 x 2 

— 9 = am (- u), — x = sin am (— u), |/"l — x 2 = cosam(-u), |/ 1 — k 2 x 2 « 

— J ara ( — u), et puisque 

9 = am u, x = sin am u, {Al — x 2 = cos am u,j/l— k 2 x 2 - -/amu, on aura 
les équations: 
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i 

(1) am(-u)=-amu, sinam(-u) = -sinamu,eosara(-u)=co8amu,z/am(-u)=^/amu. 
Donc quand l'argument change de signe, l'amplitude et le sinus de l'ampli- 
tude changeront de signe, tandis que le cosinus et le delta de l'amplitude 
resteront les mêmes. 

1 y» De l'équation u —-- J ~ 7- "i~"ïi/""i — T*^ on * rouve s * * on mu ^^" 

plie par i = J/ — 1 : 

/x dx /»x dx 

o Ki^yT^v^-J ^-i.vT^v' oùl, ° n8up " 

i y 2 i 
pose: j/l — x 2 =-=— — ; parceque pour x = o on doit avoir |/i — x 2 ^ -f- 1. 

Si. Ton compare la dernière intégrale avec l'équation (7) du 14, dans 
laquelle on change £ en — x, x en g, k' en k, et k en k', et dont la qua- 
triéme intégrale particulière deviendra par conséquent: — x •= dz -— , 

on voit qu'à la limite x = o correspond la limite i* = o, et l'on aura donc 
par cette substitution: 

Si ici x et i* tendent vers zéro, la première intégrale tendra vers: 

— -, et la seconde vers £; donc le rapport pr doit tendre vers: — i, donc 

•t 
enfin des deux signes de l'équation :* — x -— ± — -. on doit choisir le 

supérieur: — x => — —=z----. De là on trouve: 

P Kl-? 2 . 

ix r 1 _ l/l — k* 2 x 2 

£ = -- l/l— f« --= r l/l - k' 2 £ - = *—^ — - 

b j/l-x 2 ' Vl 5 j/l-x 2 ' Vï *^ 



1-x 2 ' 

ou les signes des radicaux sont déterminés par la condition que ? et x s'évan- 
ouiront simultanément, et qu'alors g tendra vers i x, j/l — g 2 et j/ 1 — k' 2 ? 2 

vers -f- 1. 

f £ dg 

De l'équation: iu = J yj^çï l/r~"?^ ° n trouve: 

,. , ,* t !?_ » sin am (u, k ) 

sinam (iu, k') -- g = ^- ^ ^ r~"i\i 

j/l — x z cos am (u, k) 

r 1 i 

cos am (iu, k') = j/l — £ 2 — 



j4 1 — x 2 cos am (u, k)' 

A r i n i/TTTôfca 1^1— k 2 x 2 ^am (u, k) 
-Jam (m, k') = j/ l-k' 2 £ 2 = - ■ — -•-- — = — — , --- -, 
' ' v => j/!_ x 2 cosam(u, k) 

et de là, si l'on change k et k': 
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( 1 ) 8in am (m, k) ~ -- ., cos am (îu, k) — 



cosam (u, k'Y ' cosamCu,^)' 

4 . ^/am Çu ,k') 

z/am(iu,k) = 7~zrv 

cosam(u,k ) 

~"- Si dans les formules du 7 on pose iv au lieu de v, on aura les for- 
mules suivantes des fonctions elliptiques d'arguments complexes: 

sin àm u . cos am (iv).^/am(iv)± sin am(iv) . cos amu.Jamu 



sin am (u ± iv) : 



1 — k 2 sin 2 amu.sin 2 am(iv) 



z/am(v,k') , . sinam(v,k') t 

sin am (u, k) .- « — / -,-j: ± i . r"T7i • cos am ( u i*) . -/am (u, k) 

_ co8 z am(v,k') cosam (v, k') 

iii2-2 / u^ sin' 2 am (v,k') 

1 + k 2 sm^am (u, k) . ^ r - D . 

/ cos J ara(v,k') 

sin am (u,k) .iam (v,k') ± i sin am (v,k') .cos am (v,k') .cos am (u,k).^/am(u,k) 



cos' 2 am (v, k') -f- k 2 sin-am (u, k) . sin 2 am (v.k') 
ou enfin, si Ton substitue (\08 2 am (v,k') — 1 — sin 2 am (v, k'): 
(1) sin am (u ± i v, k) =-- 

sin am (u, k) . Am (v, k') ± i cos am (u, k) . J am (u, k).sin am(v,k').cos am(v,k') 
1 - sin 2 am(v, k') . i 2 ara (u, k) 

De même on aura: 

. , . . cos am u.cos am (i v)q= sin am u.sin am (iv). J am u . J am (i v) 

cos am (u ± i y) == . r-r — - — • = 

1 — k 2 sin z amu.sm z am (iv) 



1 . . , fiinam(v,k') / . IX J am(v,k') 

• — / - -=Fi8inam(u,k). ? — — - ..-/am (u,k). -r , 

cosara(v,k) cosam(v,k) cosam(v,k) 



i i lî • o , *\ sin-am(v,k') 
1 -fk 2 sin-am(u,k). — »- — ,— r-,. 
' cos 2 am(v,k') 
ou: 

(2) cosam (il ± iv, k) — 

cos am (u, k) . cos am (v, k') qp i sin am (u , k). J am (u, k) .sinam (v,kQ. Vam(v,k') 
~~~ 1 — sin 2 ara(v,k') . i" 2 am (u,k) 

Enfin on aura: 

. . iamu.iam (iv)zpk 2 sinam u. sin am(iv). cos amu. cos am(iv) 

iam (u ± i v)== . q . q —, 7r~. = 

1 — k^sin^amu.sm^amOv) 

É r 1N z/am(v,k') a . sin_am(v,k') 1 

Jam(u,k). 7— ~=Fik i 8inam(u,k). ;--T.cosam(u,k). — r ,- 

cosam (v,k'J cosam(v,k') cosam (v, k') 



1 + k 2 sin 2 am (u,k) . — ô J-^Yn 

cos z am (v, k') 
ou: 

(3) z/am(u±iv, k) -= 

^/am(u,k).^/am(v,k').cos am (v,k' )q^ik 2 sin am(u,k).cosam(u,k). sinam (v,k Q 

= - _ g . n 2^ m ( ^ k /j //2 am (^ k ) 

21. Si dans les formules (1), (2), (3) du paragraphe précédent on pose 
u = K, v = K', et qu'on remarque que : 
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sin am (K, k) =-■ 1, cos am (K, k) = o, Jam (K, k) = k', 

sin am (K',k')=-- 1, cos am(K',k')= o, Jam (K',k') -- k, 

on trouvera: 

k 1 ik'k ik' 

(1) Binam(K±iKO^Y^pâ«£, cos a MK±iK')=zF^^ — + --, 

Jam(KdbiK')- o, 
ou les formules (2) du 16, qui par conséquent ont lieu pour toute valeur 
du module k. 

Chapitre quatrième. 

Périodicité des fonctions elliptiques. 

*>&' Si dans les formules du 7 on pose v -- K, on aura: sin am v — 1, 
cosam v -« o, J am v = k', et par conséquent : 1 — k 2 sin 2 amii . sin 2 am v — 
1 — k'-shV 2 amu -= i 2 arau, et: 

/i\ • f j_^ i cosamu , , sinamu 

(1) sinam(u±K)^±- . , cosam (u ± K) -= q= k . ■ 4 , 

Jamu J am u 

k' 
Jam(u±K) - -,- . 

Jamu 

Si l'on pose ici ^u±Kau lieu de u, on aura : 

' • ( -uoirt o- cosam(u±K) 

sin am (u ± 2K) — db — ---j— - -=■ — sin am u, 

Jam(u±K) 

/o* / / _i_ «m i / sin am (u ± K) 

(2) <cosam(u±2K)^ qpk'.— - 4 — , __^ -= — cosamu, 

\ J am (u ± K) 

r k' 

Jam (u db 2K) -= -. ^~tt^\ •■= J « m u i 

z/am(u±K) 

et si l'on pose successivement de nouveau u ± 2K au lieu de u, on aura 

en général: 

(3) sinam(u + 2nK) ■-= (— l) n . sinamu, cosam (u -f- 2nK)—( — l) n . cosamu, 

Jam (u -f- 2nK) •- = Jam u, 
où n désigne un nombre entier quelconque positif ou négatif. 

Si dans les formules du 7 on pose v — K -f- iK', on aura: sinam v 

1 ik' . 

-- , , cos am v — - , , J am v — o, par conséquent : 

1 — k 2 sin 2 am u . sin 2 am v = 1 — sin-am u — cos 2 am u, et : 

(4) 8 inam(u±(K+ÎK'))-±-i.— 'j^HL cosam(u =b (K-|-iK'))=- f. * , 

k cos am u k cos am u 

Jam (u ± (K -f iK')) - ± ik'. ^ m --. 

cos am u 

Si Ton pose ici u =f K au lieu de u, on aura en ayant égard aux 

formules (1): 



41 

' • t 4-.-^a -l l J am( ugFK) 

sid am (u ± îK ) = ± -, ; T - 

k cos ara (u =p K) 

, c ^ / / _i .™ &' 1 i J am u 

C5) < cosam(u±iK')= — -r-. , -rin =a: Fi"'" ' 

k cos am (u=pK) k sm am u 

/ / -i. -ira -i -n sinamÇu^fK) cosamu 

J am(u± iK'J =± uV. ; — = -fi. -. . 

cos am (u qp K) sm am u 

Si Ton pose ici u d= iK' au lieu de u, on aura: 

' sin am (u db 2iK') = - - . — — r-r-çjz -~ sin am u, 

k sinam(u±iK') 

,~x / , i «.-r^iv 'î ^am(udbiK') 

C6) < cos am(n± 2iK ) ==«qp --. / -.--,; — ■ — cos am u, 

1 k 8inam(u±iK') 

a / i n .*Tix . cos am (u d= iK') é 

Juin (u±2iK') -=■ T i . ----- — - , - ,- =— -/amu, 
sm am(u± iK ) 

et si l'on pose successivement de nouveau u ± 2iK' au lieu de u, on 

aura en général: 

(7) sinam (u + 2miK') -^ sin am u, cos am (u+ 2miK') ~ (— l) m . cosamu, 

Jam (u + 2miK') — (— l) m Jamu, 
où m désigne un nombre entier quelconque positif ou négatif. 

Si dans ces formules on pose u -f- 2n K au lieu de u, on trouvera en- 
fin en ayant égard aux formules (3) les formules plus générales: 
!8in am (u -(- 2nK + 2mîK') =• (— l) n sin am u, 
cos am (u -j- 2nK + 2miK') — (— l) n + ro cos am u, 
^am(u-f 2nK+ 2miK') — '(- l) m ./amu. 

Il résulte de ces formules que les fonctions elliptiques sont des fonc- 
tions doublement périodiques. Les indices de périodicité sont pour la pre- 
mière fonction, sin am u : 4K et 2iK' ; pour la seconde fonction, cos am u : 
4K et 4iK'î pour la troisième fonction, Vamu: 2K et 4iK'. 

Les valeurs numériques des trois fonctions sont doublement périodiques 
avec les indices 2K et 2iK'. 

Suivant 17 la partie réelle du rapport K , est toujours plus grande que 
zéro ; donc le rapport des deux indices, 2K et 2iK', sera toujours une quan- 
tité imaginaire. Les valeurs de l'une des périodes ne peuvent donc jamais 
coïncider avec celles de l'autre, ou la périodicité sera toujours double. 

^*i- On peut facilement déduire la double périodicité des fonctions ellip- 
tiques directement de leurs définitions. En effet elle dépend des valeurs 
multiples qu'acquiert l'intégrale elliptique selon la route que suit la va- 
riable indépendante depuis zéro jusqu'à la limite supérieure de l'intégrale, et 
du signe qu'on donne pendant la marche de la variable aux radicaux du 
dénominateur. Dans le calcul d'une intégrale définie, dont la dérivée peut 
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avoir plusieurs valeurs différentes, il faut toujours maintenir la conti- 
nuité de ces valeurs de manière que, si Ton a commencé par une quelcon- 
que de ces valeurs, on la suit jusqu'à ce qu'on arrive à une valeur de la 
variable indépendante, pour laquelle les valeurs doubles ou multiples de la 
dérivée coïncident. A ce point on est à liberté de choisir l'une ou l'autre de 
ces valeurs, ce qu'en général donne des valeurs différentes à l'intégrale. 
Ainsi dans l'intégrale elliptique: 
x dx 1 

l7T-^. i/ï^k*T* la dérivée : Vï-*. V ï=k*? a deux valeurs dif - 

férentes, l'une positive et l'autre négative, qui coïncident pour x = zfc 1, 

et x = ± -.-. 

k 

A ces limites on peut donc changer le signe du radical: yl — x 2 
ou de ]/l — k 2 x 2 , et l'intégrale aura des valeurs différentes suivant qu'en 
passant par les valeurs x = db 1, ou x ■==■• db - -, on change une ou plusieurs fois 
le signe des radicaux. On remarque ici, que nous avons supposé, que pour 
la limite inférieure de l'intégration, x = o, les radicaux commencent toujours 
par la valeur positive -f- 1. Désignons maintenant par u la valeur de l'in- 

/ x _dx^ /»x dx 

, r- ■-- "'à, r- — /' „ --= / -, où x varie d'une manière 
o |/l — x 2 ]/l — k 2 x 2 J yz' 

quelconque depuis o jusqu'à x, où les radicaux y ="^1 — x 2 etz=|/^l — k 2 x 2 , 
qui tous les deux commencent par les valeurs positives 4 _ 1^ changent 
leurs signes un nombre quelconque de fois, et où l'on désignera par 
+ |/l^x 2 et+ |/ï"-^~k*x* les valeurs qu'ils auront à la fin de l'intégration. 
On aura alors: 

(1) x ~ sin am u, y — + j/^l — x^ ■■•= cos amu, z = + j^l — k 2 x 2 =iamu. 
Que v soit la valeur de la même intégrale, dans laquelle x en commen- 
çant par la valeur x = o passe de là à la valeur x = -f- 1, puis retourne 
de là à la valeur x — o, puis de là à la valeur x ; qu'on suppose que pen- 
dant la première partie de l'intégration, depuis x -= o jusqu'à x =^ -|- 1, les 
radicaux y= j/ï^3? et z ■= l/ï--k 2 x 2 ne changent pas» leurs signes, et 
que z •--=]/ ï—k*x a pour x ---- -f" 1 ait la valeur: -f- k'; que de plus on 
suppose qu'à cette limite le radical y = |/l— -x 2 change le signe, tandisque 
l'autre radical z — |/l — k 2 x 2 continue de garder le même signe, enfin que 
pendant la dernière partie de l'intégration depuis x =- o jusqu'à x = x, la 
variable indépendante x varie de la même manière que dans l'intégrale u et 
que le radical y -~J/l — x 2 ait le signe contraire, et le radical z = ]/ 1— k 2 x 2 
le même signe que dans l'intégrale u. Alors on aura: 
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J 1 dx , f dx , /»x _dx 

+ 7 . + z + J -y.-fz + J — ^Tq 



dx 

+ y. + z 



J 1 dx /»° dx /* x 

+y. + z J + y. + z J ^ 

o 1 o 

+ ^7+z + J +7:+^~J +y. + z 



2K — u. 



et de plus: 

x = sin am v, - y = — ]/ 1— x 2 = cos am v, -f z -•= -f- 1/ ï— k 1 ^ 2 ^^amv. 

En comparant ces équations avec les équations précédentes (1) et en 
substituant la valeur: v ■= 2K — u, on aura: 

sin am(2K-u)=sinamu, cosam(2K-u) = -cosamu, _/ara(2K-u)=z/amu. 

Si Ton change ici le signe de l'argument u, et si Ton substitue u — 2K 
au lieu de u, on aura les formules (2) du 22: 

(2) sinam(udL2K)= -sinamu,cosam(u±2K) — -cosam u,^/am(ud=2K) — Jamu, 
lesquelles formules représentent la première périodicité des fonctions elliptiques. 

De même si l'on désigne par v la valeur de l'intégrale elliptique, dans 
laquelle la variable x passe de la valeur x — o jusqu'à la valeur x = + ^ 
que dans cet intervalle de l'intégration les radicaux y = j/^ï^x 2 et 
z = J/F- k*x 2 , qui commencent par les valeurs positives -f- 1, ne changent pas 
les signes, et que le radical z finit pour x -= 1 par la valeur + k', qu'à 
cette limite, pour laquelle y = J/ï— ~ x 2 = o, on change le signe de ce ra- 
dical et fasse passer la variable x depuis la valeur x = -j- 1 à la valeur 

1 
x — + Ci 8ans Pi 116 dans cet intervalle les radicaux y et z changent de 

. 1 

signes, qu'à la limite x — -f- , pour laquelle z — J/ï— k ? x 2 = o, on change 

1 
le signe de ce radical, qu'on retourne de là depuis x ■-- -(- -àx^osans 

changer les signes des radicaux qui alors pour x — o auront la valeur : — 1, 

qu'enfin on fasse passer la variable depuis x — o jusqu'à x = x de la même 

manière que dans l'intégrale u et que les radicaux y et z aient tous les deux 

les signes opposés à ceux qu'ils auraient dans l'intégrale u; alors on aura: 

/ ! dx . r} dx . r° dx . r x dx 

+7^ + J k - y ;+ z + J =77- z + J -77-z = 

o 11 o 

k~ 

/ ! dx __ r l dx , r° dx , ç x dx __ 
+y.+z J k +y.+z j 4-y.+ z + j +yr* '" 

1 1 O 

k 

/ ! ** x _ f~ <*x _ f- dx i r x dx 
+y. + z J +y.+ z J +y. + z J + y. + z 



-=2K — 2(K±iK / ) + u = u=F2iK\ . 
où le signe supérieur aura lieu, si pour x — v on suppose y -■= y\ — x 

ik' . . . ,, . . 1 , ik' 

= — y» * e S1 g ne inférieur, si pour x — — on suppose y-+ , . 

De plus on aura: 



x = sinamv, — y = — |/ 1 — x 2 -= cosam v, — z — — }/ 1— k 2 x 2 =iamr . 
En comparant ces équations avec les équations précédentes (l) et en sub- 
stituant la valeur: v — u =F 2iK\ on trouvera les formules (6) du 22: 
(3) sin am (u i 2i K') — sin am u, cos am (u ± 2i K') = — cos am 
Joxn (u ± 2iK) -— — /l am u, lesquelles formules représentent la seconde pério- 
dicité des fonctions elliptiques. 

Enfin si l'on désigne par v la valeur de l'intégrale elliptique, dans 
laquelle la variable y passe de la valeur x = o à la valeur x = + ir ,( l ue 
dans cet intervalle les radicaux y et z ne changent pas de signes, et que 
pour x = 1 on ait z = -f~ k', qu'à la limite x — , pour laquelle z = 
Vl-kV ■— o, on change le signe de ce radical, qu'on retourne de là depuis 
x = -}- -— jusqu'à x — o sans changer les signes des radicaux, qu'enfin on 
fasse passer la variable depuis x — o jusqu'à x -= x de la même manière que 
dans l'intégrale u, et que le radical y ait le même signe, le radical z le 
signe opposé à celui, qu'il aurait dans l'intégrale u; alors on aura: 

„ cl dx -|- f dx + f dx _ 

J +y.-fz J +j. — z J + y. — z 

O 

dx 



"t 

u, il 



+ y.+z 


dx 


+ y-+z 


dx 



k + J 7+z" J +y. + z"" J ' 



+ y- + z J +y. + z 

I 

k 

/J. dx r)l dx r x dx _ 

-f-y.+z J +y. + z J +J. + Z 

O O 

= 2(K±iK') — u, 

, , . , . ,. I ik' . . 
ou le signe supérieur aura lieu, si pour x ~ on suppose y ™ —, le sig- 

,.1 ik' 

ne inférieur, si pour x -■=> --- on suppose y --■= -\- ,-. 

De plus on aura: 

x = sin am v, + y = ' + l/~l " x " "" c °s am v, — z •■= - • j/"l — k 2 x 2 =iamv. 

En comparant ces équations avec les équations précédentes (1) et en substituant 

la valeur: v — 2( K ± iK') — u, on aura: 

sinam (2K db 2iK' — u) = sin am u, cos am (2K db 2iK' — u) •-•= cos am u, 

J am (2K ± 2iK' — u) = - J am u. 
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Si l'on change ici le signe de l'argument u, on aura: 

(4) sin am (u -f- 2K db 2iK')= — sin am u, cosam (u + 2K ± 2iK') = cos am u, 

J am (u + 2K ± 2iK') --iamu. 

Si Ton avait changé le signe du radical y = j/^1 — x 2 à la limite 

% iZ==s — 1, ou le signe du radical z — y 1 — k 2 x 2 à la limite x — — —, 

on «uirait eu les mêmes formules • avec les signes contraires de K et de K'. 

*^ % Des formules (8) du 22 et (1) du 18 on tire les valeurs différentes 
àe l'argument n, dont les fonctions elliptiques ont la même valeur numérique 
avec le même signe ou avec le signe contraire. En effet en ayant' égard 
Aux formules (1) du 18: sin am ( — u) •== — sin am u, cos am (— u) — cosamu, 
^/am (< — u) ™ 4 am u, on peut mettre les formules (8) du 22 sous la forme 
plus générale: 

sin am (2nK +• 2m iK' ± u) ~- ± ( — l) n sin am u, 
(1) cosam (2nK-f 2miK'±u) — (— l) n -*- m cosam u, 

J am (2nK + 2m iK' ± u) = (— l) m iam u. 
Si dans la première de ces équations n est un nombre pair, le membre 
droit de l'équation aura le même signe que u dans l'argument du membre 
gauche de l'équation, si n est un nombre impair, il aura le signe contraire. 
Si dans la seconde équation n -f- m est un nombre pair, le membre droit de 
cette équation deviendra toujours : + cos am u ; si n -f- m est; un nombre 
impair, il deviendra: — cos am u. Enfin si dans la troisième équation m est un 
nombre pair, le membre droit de cette équation deviendra: -f- iamu; si 
m est un nombre impair il deviendra : — z/ am u. 

Tous ces cas sont exprimés par les équations suivantes: 

Isin am (2nK -f- 2m iK' +■ (— l) n u) = + sin am u, 
sin am (2nK -f" 2m iK' — ( — l) n u) = — sinamu, 
cosam (2(2n f- m) K -{- 2miK' d= u) — + cos am u, 
| cosam(2(2n-|-ni-|-l)K-|-2miK'dbu) — — cos am u, 

^ am (2n K -f- 4m i K' db u ) ~ -}- J am u, 
v J am (2n K + 2 (2m -f- 1) iK'± u)--iamu, 
où n et m sont des nombres entiers quelconques. On aura donc les solutions 

suivantes: . 

• / sin amv- sin am u, v = 2n K -[- 2m i K' -f" ( — l) n u, 

• Isinam v = - sinamu, v= 2nK -\- 2m iK' — ( — l) n u, 

icosam v — cos am u, v — 2(2n -|- m) K -f- 2miK'dbu, 



Vosamv —-cosamu, v ■■= 2(2n + m-flJK-^miK'iu, 
iamv=iarau, v = 2n K 4" 4m i K' db u, 
J am v = -iam u, v = 2n K -f 2 (2m -f l)iK' ± u. 



46 

Or ces solutions sont les plus générales qu'on peut avoir, ou elles donnent 
toutes les valeurs de v, qui satisfont aux équations correspondantes. 

En effet dans le paragraphe précédent nous avons trouvé que si Ton 
désigne par u une quelconque des valeurs de l'intégrale elliptique, en chan- 
geant le signe du radical j/l — x 2 aux limites x = db 1, et le signe du 
radical j/^l — k 2 x 2 aux limites x = db - , , on aura les valeurs nouvelles 
de la même intégrale elliptique: v = ± 2K u, v — ± 2iK' -f- u, 
v ^=* ± 2K ± 2iK' — u, où les deux signes doubles db sont indépendants 
Pun de l'autre. Si Ton répète ces changements de signes un nombre quel- 
conque de fois, on aura l'expression la plus générale des valeurs multiples 
de l'intégrale elliptique v = 2n K -f 2miK' -f- ( — l) n u, où n et m désignent 
des nombres entiers quelconques. 

Il suit de là que, si sm am v ~ sinamu, on aura nécessairement: 
v — 2nK + 2miK' + (- l) n u. 

Si Ton change ici le signe de u, on trouve que si sinam v — — sinamu, 
on aura: v -= 2nK + 2miK' — ( - l) n u. 

De là il suit qu'à l'équation: sin 2 amv — sin 2 am u, donc aussi aux 
équations : cos 2 am v --— cos 2 am u et J' 1 am v - ^/ 2 am u, correspondent les 
valeurs: v -= 2nK + 2miK'± u. 

De là on trouve enfin les équations précédentes (2) en ayant égard 
aux équations (S) du 22. 

^5» Pour trouver tous les arguments pour, lesquels les fonctions elliptiques 
disparaissent ou deviennent infinies, il faut seulement en connaître un; les 
équations du paragraphe précédent donneront alors tous les autres. 

Or on a: sinamCO) = 0, cosam (K) --=-- 0, d am (K -f- iK') = 0, donc 
en vertu des équations du paragraphe précédent les arguments qui satisfont 
aux équations suivantes seront tous de la forme ci-jointe : 

sin ara v = o, v — 2n K + 2m i K' 
(1) cosamv = o, v — (2n + 1) K + 2miK' 

iamv-o, v~(2n+ 1)K+ (2m + l)iK'. 
Si dans les équations (5) du 22 on pose u = o, on trouvera : 
sin am (i K' ) — oo, cos am (iK') = oo, J am (i K') = oc. Donc si Ton 
substitue dans les formules du paragraphe précédent u — iK', on trouvera 
que les arguments qui satisfont aux équations: 

sin am v = oo, cos am v = oo, iam?^ oo, 
sont tous de la forme: 

(2) v -= 2n K -M2m + l)iK'. 
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Chapitre cinquième. 
Fonctions elliptiques des multiples de Vargument. 

m 

Des formules des paragraphes 7 et 10 sur les fonctions elliptiques 
le somme de deux arguments on déduit les formules des fonctions de 
tiples d'arguments, sin am (pu), cos am (pu), iam (pu), où p est un 
libre entier, en fonctions de sin am u, cosamu, et iamu. 
Si dans les formules (7), (8) et (9) du 10: 

sinam (u + v) . sinam (u — v) - 



i(i 2 amui 2 amT - k' 2 ) 
cos am (u + v) . cos am (u - v) - i_ k « B in*amu.siii»ataV 

Â . , N A x k /2 +k 2 cos 2 amu.cos 2 amv 

z/am ( u + v) . z/am (u — v) = — — r-s-r^ —, , 

1 - k^sin^amu.sin-amv 

pose (p + 1) u au ^ eu de u efc P u au l ieu de v i on aura (2p 4~ D u au 

i de u -f v et u au lieu de u - v, et on aura donc les formules : 

sin 2 am ((p 4- l)u) — sin 2 am(pu) 



' sin am ((2p -j- 1 )u) . sin am u - 



1— k 2 sin 2 am((p-f l)u) . sin 2 *am(pu) , 



^ 2 C7 2 am((p + l)u).z/-'am(pu) - k'*) 

\cosam ((2p + l)u).cosamu-= — — r^-ns 77—7- - , . . , j *, 

J 1 — k z sm z am((p + Duj.sin^ara (pu) 

a s,** 1 «v n a k' 2 +k 2 cos 2 am((p+ l)u). cos 2 amfpu) 

z/am((2p+ l)u Jamu-- ' . y Y / ; . f -. 

1 — k i sin 2 am ((p+ l)u). sin J am(pu) 

Si dans les formules (1) du 7 on pose pu au lieu de u et v, ou dans 

formules (1), (2) et (3) du U pu au lieu de u, on aura les formules: 

re% x 2 sin am (pu) . cos am (pu) . z/ am (pu) 

sin am (2pu) = \ V<T^~î ~T~\ 1 

1 — k^sin^am (pu) 

/ft x 1 /rt s cos 2 am(pu) — sin 2 am(pu).z/ 2 am(pu) 

(2) 4 cos am (2pu) -= v - v — v — , 

x 1 — k z sin*am(pu) 

A ,_ , z/-am(pu)-k 2 sin 2 am(pu).cos 2 am(t>u) 

J am (2pu) *— . r — *—. 

1 — k^sin*am(pu) 

Si dans ces six formules on pose maintenant successivement p = 1, 
2,= 3, .... et qu'on substitue les valeurs ainsi trouvées, on aura 
-cessiveraent les fonctions elliptiques des arguments 2u, 3u, 4u, . . . ex- 
igées en fractions rationelles de sin am u, cos am u et z/ am u. 

D'abord il résulte immédiatement des formules précédentes que les déno- 
nateurs des trois fractions rationelles par lesquelles les trois fonctions 
iptiques: sinam (pu), cosam(pn) et z/am (pu) sont exprimées en fractions 
-ionelles de sin am u. cosamu et z/amu, seront toujours les mêmes. On 
ût donc supposer: 



(4) 



P P' p" 

sinam(pu) = -A cosam (pu) = pA ^am (pu) -= ---, 
Qp Qp Qp 

où P p , P' p , P" p , Q p sont des fonctions entières de x = sîn am u, y = cos am u 
s: — .i/amu. En substituant dans les formules (1) et (2) on en tire: 

PJpjjj x _ Pp+i • Q p — Pp.Qp.j-i 
i Q,p + , " Qp +1 .Qp ! -k 3 P P V,.PV 

jQw "~ Qp ! ;,.Q P , -k 5 PpV 1 .pr' 

!*J*r+±J=, k "Qp+'-Qp + k ' P'p%'-P , g 
Q 2p+ , .QiVi.QÎ-k'P^r.Pj " 

p 2p ^ 2Pp.Fp. p%.Q p p' 2p P'g .Q p a -p;.p"g p" 8p _p«;.Q;-k , p*.p; 

QV Qp 1 — k'Pp' 'Q2 P "~ QÎ-k- 2 Pp' ' Q, p ~ QÎ-k'P;'"' 

Les fractions du second membre de ces six équations sont réduites i 

leur plus simples expressions. En effet si cela n'avait pas lieu, c'est à dire 

si les numérateurs et dénominateurs avaient un facteur commun, il faudraï 

que les numérateurs et dénominateurs s'évanouissent en même temps. 

Or, en considérant la première des formules (3), il est impossible qu'ei: 
même temps : 

p^i.q;-p;.q p %,-o, et <k+,.q; — k*p; + i.p p a - °- 

En effet de ces équations on trouvera en divisant par QJ4. i . Qj: 
sin 2 am((p-|-l)u) — sin 2 am(pu) --= o, 1 -k 2 sin 2 am ((p-|-l)u). sin 2 am (pu) — o, 
ou, si l'on fait pour abréger: sinam((p+ l)u) — ■= xi, sin am (pu) — x 2 : 

x 2 — xl-o, 1 - k*xï.x£ = o, 
desquelles on tire: x 2 ™ Xg = ± -:-• 

Maintenant on a suivant la formule (2) du 6: 

r f _ii\ \ f x i "~~ x ? X!y 2 z2 — x 2 yizi 

sm amu ■= smam ((p + l)u — pu) -= § = ; -— --- — . „ ., —„--■ 

x^zs+xsyizi 1 — k 2 xfx; 

Ici sinamu ne peut être ni zéro, ni infini, car alors x t = sinam ((p-fl)u) 
et X2 = sin am (pu) deviendront suivant 25 aussi ou zéro ou infinies, ce qu* 
est contraire à la condition xj ~ x| ~ i r- Donc, puisque dans la pre- 
mière fraction le numérateur, et dans la seconde le dénominateur disparaît^ 
il faut que le dénominateur de la première fraction, et le numérateur de 1^ 
seconde disparaissent en même temps, ou qu'on ait simultanément: 
Xi v 2 z 2 ~f~ x 2 v iZi = o, etxiy2Z2 — x 2 yiZï — o, desquelles on tire: X1V2Z2 --c^ 
x 2 v iZi ■ =rs 0. Si Ton élève au carré une quelconque de ces deux équation^ 

et qu'on y substitue les valeurs: x 2 = xj = ± -r, desquelles on tire: 

1 
yï = yl = 1 =F fi z î =* z i "^ 1 =F k i on aura: 

x ?y 2 zi - ± | (1 =f 1) (1 + k) - o, 



cosamu^=cosam((p-}-l)u- pu) = r/= 1 _, 2 2 2 



équation impossible. Donc on ne peut pas avoir en même temps : x 2 — x!j; = o 
etl — k 2 x 2 x 2 =o, ou: PjnQJ -P P \Q P %, - o, et Q p ViQ P 2 -k'P'-H .P P 2 = o. 

Donc enfin le second membre de la première des équations (3) est 
réduit à sa plus simple forme. 

De même si le second membre de la seconde équation (3) n'était pas 
réduit à sa plus simple forme, il faudrait que pour la même valeur de u le 
numérateur et le dénominateur disparussent, ou qu'on eût en même temps: 
j^(P"p , + t.P < ' P — k' 2 Q p+ i.Q p ) = o, Q PiS .i.Q p — k 2 Pp + i.Pp = o. 

De là on trouve en divisant par QJ+i.Qj: 
jJ(z 2 z 2 -k' 2 )-o, 1— k 2 x 2 x 2 -o, ou: z 2 z 2 --k' 2 , x 2 x 2 =^. 

Maintenant on a suivant la formule (3) du 6: 

n ,_ y 1 y 2 +x 1 x 2 z 1 z 2 _ k* {*\*\-V*Y 
1 - k 2 x?x§ yiJV- x 1 x 2 z 1 z 2 

Ici cos am u ne peut être ni zéro ni infini. Car dans le pre- 
mier cas x?=sin 2 am ((p-f-l)u) et x| — sin 2 am (pu) deviennent suivant 
25 l'un égal à zéro, l'autre à l'unité, et l'équation: 1 — k 2 xjx| — o n'aura 
pas alors lieu,* et dans le second cas z\ ■= z/ 2 am ((p-f-l)u) et z\ = z/ 2 ara (pu) 
deviennent l'un infini, l'autre égal à l'unité, et l'équation: -^ (z 2 z 2 -k' 2 )= o 

n'aura pas alors lieu. Donc des équations : 1 — k 2 x 2 x 2 ~ o et r^(z 2 z 2 -k' 2 ) ~ o 
on déduit les équations : yiy 2 -|- x, x 2 ziz 2 — o et y t y 2 — xix 2 z,z 2 = o, et de là : 
yiy2 = o, xix 2 zjz 2 = o. Si l'on élève la dernière formule au carré et qu'on 

1 11 

y substitue les valeurs: xfx| — r^, z 2 z| =k' 2 , on aura: ; 2 - . k' 2 = -,j(l-k 2 )^=o, 

1 
équation impossible. Donc on ne peut pas avoir en même temps rr(z 2 z§-k' 2 ) — o 

et 1 — k 2 x 2 x 2 = o, ou: ^ (P% 2 + i • P"p - V* Q p 2 + i . QJ) - o, et 

De même si le second membre de la troisième équation (3) n'était pas 
réduit à sa plus simple forme, il faudrait que pour la même valeur de u le 
numérateur et le dénominateur disparussent, ou qu'on eût en même temps 

k' 2 Qj +1 .Qp 2 +k 2 P' p %,. p» -= o, q; +i .q; - k«p p % t . p;-= o. 

De là on trouve en divisant par Q P .Qj + i* 

k' 2 + k 2 y?y 2 -o, l-k 2 x 2 x 2 =o, ou: y 2 y 2 = -Ç, x 2 x 2 = -*-„ 

Maintenant on a suivant la formule (4) du 6: 

a ,, '. «, ^ » Wi+^x^JiYi k' 2 +k 2 y 2 y 2 

^ an W am ( (p+1 ) u _p U ^^ 

Ici iamn ne peut pas être ni zéro ni infini. Car dans le premier 
cas x?^=sin 2 am ((p -f" l)u) et x% — sin 2 am(pu) deviennent suivant 25 
l'un zéro, l'antre égal à „ et l'équation 1 — k 2 x?xf = o n'aura pas alors 
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lieu; et dans le second cas yf — cos 2 ara (fp + Du) et y§ =» cos 2 am (pu) 

deviennent Pun égal à l'unité, l'autre infini, et l'équation k' 2 -f"k 2 yîyl— o 

n'aura pas alors lieu. Donc des équations : 1 - k 2 xfx§ = o, et k' 2 -j-k 2 yïy« = o, 

on déduit les équations: z^ 4" ^ lx i x 27i72^ = °i et z i z 2 — ^ 2x i x 27i7a' ==s °i 

et de là: 7,22=0, ^i^7i7^ ' ==s °« Si Ton élève la dernière de ces équa- 

1 k* 2 

tions au carré, et qu'on y substitue les valeurs : xjx| — ,,, y 2 y| "" — Û* 

k'a k 2 — 1 * 

on aura: — -.4 ~ "Tï~" == °> équation impossible. Donc on ne peut pas 

avoir en même temps: k' 2 +k 2 y?y§ = o, et 1 — k a x?x5 = 0, ou: 
k^QpV.Qî+yp^.P^-o, et QpV.Qî— k»P P VP;- o. 

Considérons maintenant le second membre de la première des équa- 
tions (4). S'il n'était pas réduit à sa plus simple forme, il faudrait que pour 
la même valeur de u on eût: 

P p .P' p .PVQp =0, Q P 4 -k 2 P p 4 «o, 
et de là en divisant par QJ: 

sinam (pu) . cosam(pu) . iam (pu) ■= o, 1 — k 2 sin 4 am (pu) --= o. 

La dernière de ces équations donne : sin 2 am (pu) =» db - ---, et de là 

1 
cos 2 am(pu)= lzqz—, J 2 am (pu) = 1 =p k. Ces valeurs substituées dans 

11 
la première équation élevée au carré donneront: dz y (1 =p )(1 rj= k) = o, 

équation impossible. Donc le second membre de la première des équations 

(4) est réduit à sa plus simple forme. 

Considérons la seconde de ces équations. Si son second membre n'était 

pas réduit à sa plus simple forme, il faudrait qu'on eût pour une même valeur 

de u: P'p'.Qp 2 — Pp 2 .P"p% et Q 4 P — k 2 P p 4 = 0, 

et de là en divisant par Qp.* 

cos 2 am (pu) — sin 2 am (pu) . z/ 2 am (pu) = o, 1 — k 2 sin 4 am (pu) -= o. 

La dernière de ces équations donne: sin 2 am (pu) — dz - ,-, et de là: 

1 
cos 2 am(pu)=l=pT7, z/ 2 am (pu)^=l=pk. Ces valeurs substituées dans la pre- 

11 1 

mière équation donneront: 1 =p - - =p ; (1 =f= k) — 2 (1 =p -— ) -=** o, équa- 
tion impossible. Donc le second membre de la seconde des équations (4) 
est réduit à sa plus simple forme. 

• Considérons enfin la dernière de ces équations. Si son second membre 
n'était pas réduit à sa plus simple forme, il faudrait que pour une même 

valeur de u on eût: 

P% 2 . Qî ~ k 2 P* . P'p 2 = o, Q p 4 - k 2 Pj ■= o, 

et de là en divisant par QJ: 



^/ 2 am (pu) — k 2 8in 2 am (pu) . cos 2 am (pu) = o, 1 - k 2 sin 4 am (pu) — o. 
La dernière de ces équations donne: sin 2 am (pu) = ± —, et de là: 
cos 2 am (pu) =» 1 =p - -, /i 2 am (pu) = 1 =p k. Ces valeurs substituées dans 
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1 1 

la première équation donneront : 1 =p k=jz k 2 . -r- (1 =p -ç) ~ -2 (1 =p k) - o, 

équation impossible. 

Donc les seconds membres des équations (3) et (4) sont tous réduits 
à leurs plus simples formes. 

De là il suit que les numérateurs et les dénominateurs de ces équa- 
tions sont égaux entre eux, ou qu'on a: 



15) 



fPîp+i. x — Pp + i. Qp,— Pp. Qp +1 , 

IpWj = ^(Pm p'p 1 - k' 2 - Qîfi. Qp'), 
| p Vf * = t' 8 Qî+i • Q? + k 2 PV + .- P'pS 



(6) 



Qswi - QpVQp-k 2 Pp%,.P P 2 . 

P 2p =2P p .P' p PVQ p , 
P' 2p = P'p J .Qp 5 -Pp S .P"p S . 
P" 2p '= P"p 2 . Qp'— k a P p \ P», 

Q* = Qp— k a P 4 P . 

En commençant par les formules: 
Pi= x = sin am u, P'i — y = cos am u, P"j -- z = ^/am u, Qi= 1, 
on trouvera de ces équations successivement: P2,P'4,P"2,Qa,Ps,P'3,P"s,Q3v 
P a = 2xyz; 

P' a = y 2 --x a z a = l-2x 2 +k 8 x 4 =-k' 2 +2k'V+kV= = k 1 «(-k' 2 +z*); 
P» 2 = z «_k a x 2 y 2 = l-2k a x a +k 2 x 4 ---=k' a f kV= ^(k' 2 -2k' 2 z'M-z*); 
Q 2 = l-k 2 x 4 =k' 2 +2k 2 y a — k a y 4 -=p(— k' 2 +2z 2 -z 4 ); 
P 3 ~> x(3 — 4(1 + k 2 )x 2 + 6k a x 4 - k 4 x 8 h 
P' 3 = y(-3k ,4 + 4k' a (l - 2k 2 )y 2 +6k'- 2 k 2 y 4 4-k 4 y 8 ); 

P"«™ f4(~ 3k ' 4 + 4k ' 2 ( 2 ~ k 2 )z a - 6k' 2 z 4 -f- z 8 ); 
Q 8 = 1 — 6k 2 x 4 + 4k 2 (l + k 2 )x 6 - 3k 4 x 8 = 

= k' 4 -f- 6k' a k 2 y 4 + 4k 4 y 6 — 3k 4 y 8 = 

= p(k' 4 - 6k' 2 z 4 + 4(2— k 2 )z«- 3z 8 ); 

P 4 = 4xyz (1-2(1 + k a )x a + 5k 2 x 4 -5k 4 x 8 +2k 4 (l + k 2 )x 10 - k 6 x 12 ); 

P' 4 = k' 8 -8k' 8 y a +4k' 6 (2-7k 2 )y 4 4-8k' 4 k 2 (3-7k 2 )y 6 4-2k' a k 4 (27-35k 2 )y 8 — 

-8k' a k 4 (3-7k a )y 10 +4k' 2 k 4 (2-7k 2 )y 12 +8k' 2 k 6 y I4 +k 8 y Ifl ; 

P" 4 -= ^( k ' 8 — 8k' 8 z 4 -|-4k ,6 (7-2k 2 )z 4 -8k' 4 (7-3k 2 )z 6 +2k' 2 (35-27k 2 )z 8 - 

--8k' 2 (7-3k 2 )z 10 Mk' 2 (7-2k 2 )z ,2 -8k' 2 z ,4 -fz 16 ); 

Q 4 — l-20k 2 x 4 +32k 2 (l+k 2 )x«-2k a (8-f29k a +8k 4 )x 8 +32k 4 (l+k 2 )x' — 

- 20k 6 x 12 +k 8 x ,6 = k' 8 +8k' 6 k 2 y 2 -4k' 4 k a (5-7k 2 )y 4 +8k' 4 k 2 (4-7k 2 )y 6 - 

-2k' 4 k 2 (8-35k a )y 8 -8k' 2 k 4 (4-7k 2 )y 10 -4k«(5-7k 2 )y 12 -8k 8 y 14 H-k 8 y 16 = 

= jj_ (k'«-8k' 6 z 2 +4k' 4 (7-5kV-8k' 4 (7-4k 2 )zM-2k' 4 (35- 8k 2 )z 8 - 

— 8k' a (7-4k 2 )z 10 -(- 4(7 -5k 2 )z la - 8z 14 4" z"; • • • • 

4* 
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^7. On peut des formules (5) et (6) du paragraphe précédent déduire 
les propriétés des fonctions P„, P'„, P"„, Qn- 
D'abord on en déduit que: 

sont des fonctions entières et paires de x, de y et de z du degré: 
(2p + l5 2 - 1 = 4p 2 + 4p; que: 

P'*,, P" 2p et Q 2p 
sont des fonctions entières et paires de x, de y et de z du degré: (2p) 2 — 4p 2 ; 
enfin que: P2 P 

xyz 
est une fonction entière et paire de x, de y et de z du degré : (2p) 2 - 4 = 4p 2 - 4. 

En effet, si cela a lieu pour les indices p et p + 1, il suit des for- 
mules (5) et (6j qu'il aura encore lieu pour les indices 2p -f* 1 et 2p. 

Ainsi, si p est un nombre pair, donc p -f- 1 impair, P p+ i sera une 
fonction impaire de x du degré: (p -f- l) 2 , donc P p+ i une fonction paire du 
degré: 2(p + l) 2 = 2p 2 + 4p-f- 2; Q p sera une fonction paire du degré p 2 , 
donc Q p une fonction paire du degré 2p 2 , et Pp^i . Q p une fonction paire du 
degré: 4p 2 -{- 4p -f- 2. De plus P p sera une fonction paire de x du degré: 
2(p 2 — 4) + 6 = 2p 2 — 2, Q p+ i une fonction paire du degré: (p -f- l) 2 — 1 = 
= p 2 + 2p, donc Q p+ i une fonction paire du degré 2p ? -f- 4p, et P p .Qp + i 
une fonction paire du degré: 4p 2 -|- 4p — 2. Donc P-2 P f i . x sera une fonc- 
tion paire du degré 4p 2 -}- 4p + 2, donc enfin -J*P+\ une fonction paire du 
degré 4p 2 + 4p = (2p + l) 2 — 1. 

Si p est un nombre impair, p.-(— 1 sera un nombre pair. Alors PJ T i 

sera une fonction paire du degré : 2 ((p -f- l) 2 — 4) -f 6 = 2p 2 -{- 4p; Q p sera 

une fonction paire du degré p 2 — 1, donc Q p une fonction paire du degré 

2p 2 — 2, et Pp^i. Q P une fonction paire du degré: 4p 2 -|- 4p — 2. De plus 

P P sera une fonction impaire de x du degré p 2 , donc P p une fonction paire 

du degré 2p 2 ; Q p +i sera une fonction paire du degré (p + l) 2 , donc QJ T i 

une fonction paire du degré 2 (p -f- 1) 2 = 2p 2 + 4p-f 2, et P p . Q p+ i une fonc- 

p 
tion paire du degré: 4p 2 + 4p + 2. Donc enfin —~ sera une fonction paire 

du degré 4p 2 + 4p =» (2p + l) 2 — 1- Et ainsi de suite. 

Maintenant les théorèmes ci-dessus ont lieu pour les indices 1 et 2, 

donc ils auront lieu pour les indices 3 et 4; puisque ils ont lieu pour les 

indices 2 et 3, ils auront encore lieu pour les indices 4 et 5; puisque ils 

ont lieu pour les indices 3 et 4, ils auront encore lieu pour les indices 6 et 

7, et ainsi de suite pour toutes les valeurs de l'indice. 
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On a donc pour les indices impairs : 

(1) 8 i„am((2p + l)u)=îm^?; C08am (( 2 P + D U ) == T^S 

où i*!P + i(x 2 ), -PVi(y 2 ), *%i(»*), / 2p .i(x 3 ), / 2p+ i(y 2 ), /' 2p+ i(z 2 ) sont des 
fonctions entières et paires de x, y, z du degré (2p -f- l) a — 1, et/2p + i(x 2 )== 

=/Vi(y 2 ) =/W*')- 

Pour les indices pairs on a: 

(2) mm ^^——-. coBam(2pn)=- / -^ 5 ^am(2pu)= ? — ,- y 

où i^p(x 2 ), i^2 P (y 2 ), i^2 P (z 2 ), /2p(x 2 ), /2 P (y 2 ), / w 2p(z 2 ) sont des fonctions 
entières et paires de x, y, z, la première du degré (2p) 2 — 4, les autres du 
degré (2p) 2 , et / 2P (x 2 ) =/ 2P (y 2 ) -/" 2p (z 2 ). 

Des équations (5) et (6) du 26 on déduit immédiatement que le second 
terme du dénominateur commun des trois fonctions elliptiques, Q, exprimé 
en fonction de x 2 , c'est à dire le terme de / 2 p + i(x 2 ) et / 2 p(x 2 ) qui devrait 
contenir x 2 , disparaîtra toujours. En effet, puisque P P+ i . Pp et P P sont tou- 
jours divisibles par x 4 , si ce terme manque dans Qp et Q P+ i, il manquera 
aussi dans Q^i et Q 2p . Maintenant on a Qf -- 1 et Q 2 = 1 — k 2 x 4 , 
où le terme x 2 ne se trouve pas, donc les fonctions Q ne contiendront ja- 
mais le terme x 2 . 

On voit de plus que les coefficients dés fonctions i^x 2 ), i^fy 2 ), /'"(z 8 ), 
/[x 2 ), /(y 2 ), /'(z 2 ) seront toujours des fonctions entières de k 2 ou de , 2 . 

28. A l'aide des équations (1), (4) et (5) du 22 on peut trouver des 
relations remarquables entre les coefficients des fonctions F n (x 2 ), i^n (y 2 ), F"„ (z 2 ), 
/n(x 2 ), A(y 2 ), A(z 2 ). Soit donc : 

Q îp -/2p(x 2 ) =A 2P +B 2 px 2 + C 2p x 4 -f • • • +D 2 pxl 2 '>'-M-E 2 p X W-2+F 2 pxl 2 » 3 = 
=/ 2 p(y 2 )-=A' 2p +B' 2 py 2 +C' 2 py 4 +...+D' 2p y< 2 f» 2 - < +E' 2 pyt 2 ' , »'- 2 +F' 2 py'^) = 
^/«, p ( z 2 )=A" 2 p-fB'' 2 pz 2 +C" 2 pz 4 +...+D" 2p z ,2p) '- 4 +E" 2P zl 3 P)'- 2 4-F /, 2P z( 2p >"; 
-L.P, p =i^ p ( x 2 ) = G2p^-H 2pX 2 ^-I 2 px 4 +..+L2px^ 2 '''- 8 ^-M 2 px( 2 P^ 6 •fN 2P xl 2 ''l'-' , ; 
F 2 V=^2p(y 2 )--G' 2P +H' 2P y 2 +I' 2 py 4 -f..+L' 2p yi 2 ''» 2 -''+M' 2p y^<') ï - 2 +N' 2l ,yl 2 ''' 2 ; 
P" 2p =i^, |) ( z *)^G'' 2P +H'' 2p z 2 +I'' 2p z 4 -f..+L'' 2 pzl 2 ' , > 2 -*+M'',pzl 2 f)'- 2 +N'' 2 pz« 2 > , ' a i 

Q*M -=/2 P+ i(x 2 ) = A 2P+1 + B 2p+ ix 2 + C 2 >. ix 4 + 

• • • + D» + ix« 2 '+ 1,, - 5 +Bîp + ix i2 ' +, ' , - 8 +Fî, + ixI»+ 1 »*- 1 - 
=/ 2p+ i(x 2 ) = A' 2p+ i+ B' 2p+1 y 2 -{- C' 2p+I y 4 + 

. . . + D' 2P . iy ^ +1 ) 2 - 5 -|- E' 2p . l y< 2 P+ 1 > 2 - 3 +F' 2P+1 y^ +1 >'- 1 - 

= /*»+i(«*)= A" 2P+ i+ B" 2p . lZ 2 -f C 2 „iz 4 + 

. . . +D' w * Wtlw |-B'w« IWM +ï'»fi« , * fir - 1 i 
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?^ = ^ 2p+l(x 2 } _ G2p+1+H2p+lX 2 +l2MX 4 + 

. . . + L 2p+ ix^i) 2 -5 + m 2p+ ix(2p^) 2 -3+N2p + ix^ 1 ) 2 - 1 ; 

- 2 ^=^2 P+ i(y 2 )=G' 2 p + i+H'2p + iy 2 +iWiy 4 + 

* . . . + L'2p,iy (2 ^ , ^- 5 +M'2 P+ iy (2p+1 ^ 3 +N'2P + iy^ 2 ^ 1 ^- 1 ; 

^ l =n + i(z 5 )==GVi+HWz 2 +i''2P^ 4 + — 

. . . + L-2p +l z( 2 P^) 9 - 5 +M <, 2P + iz^- l ) 8 - 3 +N" 2 p + iz( 2 P+ 1 ) 2 - 1 . 
Si Ton pose maintenant u = u -f- iK', et 8inamw = #, cosamw— =y, 
J am u — z, on a suivant les équations (5) du 22 : 

x = sin am u = sin am (u + iK') = -.- . — = -. — , 

k sm am u kœ 

y — cos am u = cos am {u -j- iK ')= - — . — =» - -,— , 

k sin am m k# . 



. cos am u \y 

sin am u x' 



z = J am u = J am (w -}- i KO - 

En substituant ces râleurs on aura: 

xyzi^pCx 2 ) 

smam(2pu)^-^- (x2r = 

xyz(G 2p + H 2p x 2 + I 2P x 4 + . . + L 2p x< 2 p >- 9 + M 2p x< 2p > 2 -«+ N 2 pxW " 4 ) 
: A 2P + B 2p x 2 + C 2p x 4 + . . . '+ D 2 px( 2 P> 2 - 4 4- E 2p x^p) 2 - 2 +- F 2p xW 3 

r ijfepi J2p , , L^p . M 2p . N 2P 

y* ^"^kV 1 " k^ 4 ^''^kï 2p >- 8 / 2p ^^k^ 2p )' 2 - 6 ^ 2pli - 6 "^k^p) 2 - 4 ^ 2 - 4 ^ 



k V a 4. J* 2p i Ç 2 ?. i i D^P , __ E 2P . F 2 p 

P """kV k 4 # 4 k(2p) a -4 A ^2pi a -4'' " k<2P) s -2^(2PJ 2 -2"l" k^ 2p )V 2p)S 

N 2P +M2 P kV g +L 2p k 4 * 4 +.^^ 

" k ^ , F 2p +E 2 pkV i +D 2 pk^ 4 + ..J-C 2p k(^) 2 -V 2p ) 2 - 4 + B 2p k< 2p ) 2 -V 2p,2 - 2 + A 2 pk^^ 
Mais on a suivant les lois du périodicité des fonctions elliptiques (8) du 22: 
sinam (2pu) = sinam(2p?4 -f" 2piK') = sin am (2pw) = 
_ ^4G2 P 4-H 2p * 2 +I 2p * 4 +..^ 

A 2P 4-B 2p >+C 2 p>+".". • + D 2 i^ ïp ^+E2p^*" :i +P2p« t * ' 
Puisque ces deux fractions sont irréductibles, ils seront identiques, ce 
qui donne lieu aux relations suivantes: 

???-==;-_ k 2 "-• — 2 i=, — k 4 "-" - 2P -= — k 61 "-* 

A 2p F 2p A 2p F 2p A 2 p F 2p * 

?^!! ==s — kW 2 - 2 ~?- p - M2p ,= _k( 2p ) 2 - 4 . — • —-=--— -k(2p, 2 -6 *??. 
A 2P " F 2p ' À 2p ' F 2p ' A 2p F 2P * 

B 2P== ,2 ^.?P . Ç 2 p _^_ , 4 Ç2£ ê 

A 2 p " F 2p ' A 2p " F 2p ' 

F 2P .^ k ( 2p)a A?p # E^P^ k (2 P )«-2 # Ç?P. ? 2 JÎ ^ k(2P) 2 -4 C2p . 

A 2p ' F 2p ' A 2p ' F 2p ' A 2p ' F 2P ' 



(1) 
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On peut réduire ces relations aux suivantes: 

( N^ _ 1 F2p . M2p _^_ 1 F2p # L2p = ___ 1 F2p . 

)G2p~" k 2, A 2P ; H2p"^ k 4 'A2p 5 I2p k 6 'A2 P ' '**' 

W = JL F2p Dip^J. Fsp. (l^y^uivr 

'~B 2P k 2 'A 2p ' C 2P k 4 "A2p' ' ' ' ' \Aap/ 
De même on trouve: 



8 ina m (( 2 p- M )„)=^^ ) = 

A 2 p +1 +B 2 p +1 x 2 +C 2 p + ix*H-...+D 2p+1 xl 2 ^ 1 »^+E 2p+1 x<2^ 1 ' ï - 3 +F 2p+lX fiP + i)'-i 

i N 2 ^ 1 +M 2P ,ik 2 ^+L 2P+ ik^+..+H>p tl k( î ^ 1 > g -^ 2 ^ 1 ' g - 3 +Gap +1 k' 2 ^»-^^''-')°-' 
= kx> 2p+t +E 2p+ ikV 2 +D 2p+ ik*x*+..+B 2p+ iki 2 Pv l ''-V 2l '+ , ) 3 - 3 +A 2l . +l ki2''+'P-i. 1 .<2P + i^. 

et d'un autre côté des formules (5) et (8) du 22: 

sinam((2p+ »*)-*"(«P+lH-Op+^^ « 

1 A2p,i+B2p,^ 2 +C2p,i^+».+ D2p,i^ 2 ^ 1)2 - 5 +E2p,i^ 2 ^ ï)2 - 3 + F^^ 
k^ , G2P + i+H 2P4 i^.+l2P + ^ 4 +...+ L 2p ,i^ 2p + 1)2 - 5 +M2p + ix1 2p + 1,2 - 3 +N2p + ix( 2 p^ ) 2 - 1 • 

Puisque ces deux fractions sont irréductibles, ils seront identiques, ce qui 

donne lieu aux relations suivantes: 

!N2P4j. ___ _Ç2P+l.- M2P-Î-JL ==a 1_ F2P+1. L2pj^ __ 1 J^pjj # 
A2p f i G2p.1V B2 P+ i k 2 * G2p + i' C2 P+ i k 4 " G2P+1 ' 
^2 P+l === JL *Vrl ^P+l^JL *W pt /E?P4-l\ 2 ]J2p + l)M 

H 2p+ i k 2, G 2 p^ l m i k 4 'Gi P+ r * " ' \(hvj ~ 
On a de plus: 

A 2P - lira (Q 2P ) = lim (Q*~ k 2 P P 4 )= lim (Q P 4 ) = A? ; 
x=o x=o x=o 

A ÎP+ ,= lim (Q 2p+ ,) = lim (Q p %i-Qp - k*P,%|.P")= lim (Q? +l .Qî)-=A,%i.AÎ, 

x=o x=o x=o 

puisque Pp disparaît toujours avec x. De ces équations jointes à la valeur 

initiale A P = 1, il résulte qu'on a toujours: A2p = A2 P+ i= 1. 

De plus on a: 

Ça- Œ «m W x _ ï )") _ lim ( nnam£2pu) \ _ « _ 

A2P x=oV2p( x2 )/ u = \sinamu.cosamu.z/amu/ 

_ i. / 2p . cos am (2pul . ^/am (2pu) \ __ 

u=s0 Vco8' 2 am u . ^/ 2 am u - sin 2 am uJ-am u - k 2 sin 2 am u.cos 2 am u/ 
9**1 - lim (*k*W\ _ lim fsin,am((2p+l)u , )\ « Œ 2p + x 
A2P+1 x=oV2p+i( x2 )> / u=o^ sinamu / 

et de là: G iP = 2p, G2 P+ i^= 2p +1. 

En substituant ces valeurs des A et des G dans les formules (1) et (2) 
on trouve: 
FV= k (2p) °^ k 4p2 ï F 2 2 P+ i-= (2p + D 2 k* 2 ^ 1 * 3 " 1 - (2p + l) 2 k 4 P^P. 
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Il reste maintenant à trouver les signes de F^v et F2p + i. A cet effet on 
remarque que: 

*-£(£) -£(*^> 

Or si p est un nombre pair, le degré de QJ sera: 4p 2 , et celui de 
Pj sera 4p 2 — 4; si p est un nombre impair, le degré de Qj! sera 4p 2 — 4, 
et celui de PJ sera 4p 2 . Donc on aura pour des valeurs paires de p: 

■"•-,"."„(*)-*• 

et pour des valeurs impaires de p: 

F 2P - 1J ™ (-kV^) = -k*N P \ 

Donc F2p sera positif, si p est un nombre pair, négatif, si p est un nomb**« 
impair. Donc enfin de l'équation (F2p) 2 ~ k 4p2 on tire: F*2p — ( — l) p .k 2p3 _ 
De même on a: 

Maintenant, si p est un nombre pair, le degré de Qp\j.i. Qp sera : 2((p-hl) 2 -l) -f- 
4- 2p 2 = 4p 2 + 4p, et celui de P* +1 . P 2 sera: 2^p+l) 2 -f- 2(p 2 — 4)+6 — 
— 4p 2 + 4p. Si p est un nombre impair le degré de Q 2 i ,• Q 2 sera; 
2(p 4- D 2 + 2(p 2 - 1)— 4p 2 4- 4p, et celui de P 2 +1 -P 2 sera: 2((p-fl) 2 -4)4- 
4- 6 4" 2p 2 = 4p 2 4~ 4p. Donc on aura toujours: 

F =F 2 F 2__ k 2 N 2 N 2 # lim f y -^-)=F 2 . .F 2 -k 4 N 2 ,,.N 2 - 

2p+l .p+1 P p+1 P X =ooVX 4 / P+l P P+l P 

N 
Mais, si p est un nombre pair, on a suivant les équations (l)et(2): =* ^ 

1 G P ' 1 N p+ i A p+ , 1 *» 

— k^" k*- ft et îw.^ëp+^p+ï' donc on aura: 

F 2p+1 - F p 5 +1 . F* (l - ( Jjy ) = ^pïji • Fp'+i • K 

Si p est un nombre impair, on a: =&■ — — ; » . . ■ + - = — r»4p+ Ui 

F p+ i k 2 A p+ i k 2 

N P _A P _1 / /p+iy-\_ 2p+l , 

et F p " G7 - "p"' d ° nC - P ^«- P -+- F p V 1 — l~p J >/ —7*- - F H- F r 

Donc F2p.f1 sera positif, si p est un nombre pair, négatif, si p est un nombre 
impair. Donc enfin de l'équation: Fjp+i = (2p 4" l) 2 .k 4p2 " Hp on tire: 
F 2h .i- (— D p (2p + 1) . kV+»P. 

Dans le paragraphe précédent nous avons trouvé que le. terme de x 
dans les fonctions Q doit toujours disparaître; donc on aura: B2 P ' ==S o, Bsp-j-i ~ °- 
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En substituant ces valeurs des A, B. F, G, dans les équations (1) 
et (2) on trouvera: 

( A 2p = 1, B.. p -o, E 2p =o, F ïp -(- l)PkV ; G. v --2p; N 2p = -(-1)p.2 P kV-2 ; 



Jf* = - (- 1)" kV-<; J 1 ** - - (- 1)p kV-6 ; §L p = (- 1)p kV-i . . 

«2p . l-2p L"2p 



(3) 

/A^,™ 1, B, p .,-= o, Fa, + ,= (- 1)p (2p + 1) kV+t». 
(4) ) G 2p , , = 2p f 1 ; N ip . y - ( - 1)» kV43> • Mip , t = . 

)b+'_/ nPk 2p" + 2 H **+' - ( - 1)P ■ H ^'-, ( - 1)P 
(C, p ,, "" l " ' ' ' " " D aP ,, " k^p-< - E2p ., *»-+*,-» • 

De la même manière si l'on pose u = u +• K -f~ iK', en ayant égard 

I à la seconde des équations (4) du 22: 

ik' 1 ik' 1 

y = cosamu = cos am (u 4- K -(- i K') — — .- . = — . - - -, 

k cosamw k y 

on trouvera: 

/A' 2p -=k' 2 P a ; F' 2 p-=(— l) p k^ G'* P — (— l) p k' 2p9 ; N^-F'; 

*'»_ , nP /*V M .I" W /k\»^ 
<« (H^-" (_1) 'W T, P ( 1} 'W ' 

U'* { ' Vk'/ ' C' 2P l j Vk'/ 

/ A' 2P+1 ^ k'2P"+2P. F / 2p+1 _ ( _ 1)P (2p + l) k 2pM-2 P; 
VG' 2p+ i - (- l) p (2p + l)k' 2p2 + 2p ; N' 2p+ , - k 2p3 + 2p ; 
iM^l __ A \2p 2 +2p-2 L f 2Hl _ A \ 2 P 2 + 2 P- 4 

Vkv ; c'2p + , Uv ; 



iB'a+i 



f I> + 1 = A \2p 2 +2p-4 HVy _ __ /kW 

D' 2 p+i \kV ; E' 2p+ i Vk/ 



+2p-2 



Enfin si Ton pose u = u -f- K, en ayant égard à la troisième des équations 

(1) du 22: 

k' k' 

z — // am u — =» z/ am (m 4- K) = -, = — 

iam« ,2: 

on trouvera: 

i /k'\ 2p2 1 /k'\ 2p,? 1 

U%-(-l) p ( k J ;F^ P -(-l)^;GV-(jJ ,N"2p- k2 p,î 

(/) ) M- «? = * . L " 2p _ 1 . E" 2P _ _1_ D'2p^__1_ 

'h w 2p • k**-* 5 I M 2 p ~k' 2p2 - 4 ' ' * ' # B T 2 p " "k /2p2 - 2Î C-sp " k' 2p2 - r 

. .. A'\2p 2 +2p 2p+l. 

2pH " = Vk/ ' 2p -fc^+S ; 

i /k'\2p 2 +2p 1 

teW=(- l) p .(2p + l)( k J ; NVi=j^ïS- ; 

JM'^p+i = 1 k'Vn ^ __1 

'b" 2p+ i ' k' 2p2 + 2p - 2 J CVi k r2p2+2p - 4 " ; " ' " ' 

I " 2 p+1 _ t ,2p"+2P-4. H rf 2p-H __ ,,2p* + *P-2 

2P+1 ^ 2P+1 4 J4 
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«"• Si l'on multiplie les équations (1) et (2) du 27 par leurs dénomina- 
teurs, et qu'on élève la première des équations (2) au carré pour en faire 
disparaître les radicaux en x: y = J/ï — x 4 , z = J/ï— k*x 2 , on aura les 
équations suivantes: 

, (A 2 p + i+B 2 p + ix a +..-|-E2p + ixt 2,, +" , -H-F2p + ix ,2|,+u '- 1 ).8in am((2p+l)u) = 
= G2 P .,x + H 2p+1 x 3 + ... +M 2 p.,x< 2 ^'"- 2 + Nj r+I x<»* 1 '"; 

I (A' 2p .i+B' 2p+1 y a +. .+EViy ,2p+1)a - 3 +F' 2P+l y« 2 ^ 1 » i - 1 ).cosamC(2p+l)u)= 

< -GWy + H'2p + ly 3 +.•.+M' 2 p +1 y^ 2 ''T'^2+N' 2p ,.y ,2p+1, ^ 

(AVi+B* 2 p.iz a +»+EViz ,2p+1,a - 3 +F"2p,iz ,2p+1,2 - 1 ).^am((2p4-l)u)- 
= G" 2p+1 z-f H"2p + ,z 3 + ... + M" !Pt ,zWW+ N'-îp,,^^' 2 ; 
(Ajp-f B 2p x 2 + ... +E 2p x< 2 ' > > 2 - 2 -f Fax»' 1 )*. sin a am (2pu) = 
=(l-x a ) (1— k 2 x 2 )(G 2p x+H 2 px 3 + .. . -f M 2 px< 2 fl ,! - 5 +N 2 px( 2 ' , ' !, - 3 )* 
(A' 2p -f B' 2P y 2 + .••+E'2 P y 12p)a - 2 + F' 2 py (2p)2 ) • cos am (2pu) = 
(2) * = G' 2 „+ H' 2P y 2 + . .. +M' 2P y (2p, *- î + N' 2p y t2p) °; 

f(A" 2p -f B" 2p z 2 + ... +E" 2pZ (2p)!, - 2 + F'V 2 » 2 ) . J am (2pu) — 
= G'2p+ H" 2p z a + ... +M" 2 p2< 2l, > 2 - 2 f N" 2pZ ,2p)2 ; 
ou, si l'on réduit ces équations à la forme normale des équations algébriques : 
/x <2p +1 )*_ F2M _ 8 . nam ((2 + 1)u)< x C2p+i)M + M SP> i x(2p+1J «. 2 _ > 
* N 2P+ i N 2p+ i 

,,«p+»'_ |>-t\co. .„((2p+l)„).,e P +l)'-l + M^±!. J ,( ! p+ »'•!_,.. 

N 2p + i N jp + i 

(3)\ G' 2 p + i A' 2p+ i 

••• + NW y ~"NW* C08am((2p + 1)u)= ° ; 
z (2 P +i)*_FjM #//am((8 +1)u) <z (2 P +i)M + M^m. z ,2p+1) '- 2 _... 

N 2p+1 N 2P+1 

2(2 P ) 2 _ / k g N^ P — 2E 2 pF 2 p. sin a am (2pu) \ 2 (2p)2 ._ 2 
* V F 2 Vsin 2 am (2pu) /'* "*" ' ' ' 

G 2 p — 2A2pB 2 p. sin 2 am (2pu) 2 , A 2 p 

•"' F&. sm 2 am (2pu) * + PÏ"""° 5 

i (2 P V* | M»— E^p . cos am(2pu) ( 2p )*-2 i 
' y "^ N' 2P — F' 2P . cos>m(2pu)' y "*" 

(4) ^ H'2p— B'2p . cos am(2pu) 2 , G' 2 p — A' 2P . cos ara (2pu) 

N'2p — F' 2 p . cos am(2pu)" N' 2p — F' 2P . cos am (2pu) 

( 2p ) a . M"2f— EV J am (2pu) ( 2p )*-2 4. 

"*" N" 2p — F" 2p • J am (2pu) * T ' ' ' ' 

, H" 2p — BVz/am(2pu) g . G" 2P — A" 2P .z/ am (2pu) = 
' * ' + N% ~F" 2 P . ^ am (2pu) ' Z + V%—F% . ^ am (2 pu) 0> 



59 

Les racines de la première des équations (3) seront les sinam des 
arguments a, pour lesquelles on a: 

sinam ((2p + l)a) = sinam f(2p -f* l)u). Or cette équation donne, en vertu 
des équations (3) du 34 les valeurs: 

«p+l)a= (- 1)<. (2p+l)u+2rK+2siK', a^(-l)'.u+ 2f ^ffi K ' ; 
où r et s sont des nombres entiers quelconques. Donc on aura : 

x = sm am ((— l) T u H — = -- — ) -=(— l) r sinam(u+(— l) r — ^fî — ^ 

Maintenant on peut toujours donner à r et s de telles valeurs que: 
(— 1)\ r = n, et ( — l) r . s = m, où n et m sont des nombres entiers quel- 
conques, et on aura alors ( — 1) T — ( — l) n . Donc la forme générale des 
racines de la première équation (3) sera: 

r^ f iv. • ( , 2nK + 2miK \ 
(5) x = (— l) n sin am (u ^ — r— ), 

où n et m sont des nombres entiers quelconques. , Or pour avoir ici toutes 
les valeurs qui sont différentes entre elles, il suffit de donner à n et m des 
valeurs entières depuis — p jusqu'à -f* Pi et toutes ces valeurs, au nombre 
de (2p-f-l) a , seront en général différentes entre elles. En effet, quels qiïe 
soient les nombres entiers n et m, on peut toujours les réduire à la forme : 
n= (2p-f-l) . q -j- n', et m = (2p-{-l) . t -f- m', où q, t, n', m' sont des nom- 
bres entiers, et la valeur numérique de n' et m' ne dépasse pas p. En 
substituant ces valeurs on aura en vertu de la première des équations (8) 
du 22: 

, „ n . f . 2nK-}-2miK\ 
x = (- l) n . sm amOH 2p4T"~ "' = 

\ - ( - 1)** ■'. sin am (u-f ~^^- +2qK + 2tiK0 = 

! , 1W . , , 2n^K+2m'iK\ , 
= (— l) n .sinam OH 2 , - ~). 

Cette équation ne diffère pas de l'équation (5) qu'en ce qu'on a n' et m' 
ft u lieu de n et m. Donc dans l'équation (5) il suffit de donner à n et m 
toutes les valeurs entières depuis — p jusqu'à -f p. 

Toutes ces valeurs sont en général différentes entre elles» En effet, 
81 pour une valeur quelconque de l'argument u et du module k deux de 
c es valeurs fussent égales: 

, tln . , ,2nK+2miK\ , iW . f . 2n'K + 2m'iK\ 
(-l)\sinam(u+ — ^ry— )=(-l) n .sinam(uH g 1 ), 

°û n, m, n', m' sont des nombres entiers dépuis — p jusqu'à -f" Pi on & ura 
vivant les équations (2) et (3) du 24: 
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2p + 1 2p + 1 

où r et 8 sont des nombres entiers quelconques. De là il suit que r -f~ n-n' 

doit être un nombre pair, et qu'on doit avoir: n - n' ~ r(2p -f" 1), m - m' -- 

■■- s(2p -f- 1), équations impossibles à moins que r — o, s — o, n ™ n',m — m'. 

Donc en général toutes les racines de la première des équations (3), 
au nombre % de (2p -f* lJ 2 ? 8 °nt différentes entre elles^ et elles seront toutes 
représentées par l'équation (5), si Ion y donne à n et à m successivement 
toutes les valeurs entières depuis — p jusqu'à -\- p. 

On voit facilement qu'au lieu de toutes les valeurs entières depuis — p 
jusquà -f p, on peut aussi mettre toutes les valeurs entières depuis o jusqu'à 
2p -!- 1. 

De même les racines de la seconde des équations (3) sont les cosam 
des arguments a, pour lesquelles on a cosam ((2p -j- l)a) — cos am ((2p-|-l)u). 
Or cette équation donne en vertu des équations (3) du 24: 

(2pi l)a - ±(2p+l)u-f 2(2r+«;K+2siK', a- ±u-f «^ -L^JinK' 

2p -f- 1 
où r et s sont des nombres entiers quelconques. Donc on aura: 

, . , 2(2r+s)K+2siK\ , , 2(2r + s)K + 2siK\ 
y=-cosam(±uH 2+1 ' = cosam ( u:±: 2~~±ï '" 

Si l'on ajoute à l'argument du membre droit de cette équation 2qK, 

où q est un nombre entier, x il faut suivant la seconde équation (3) du 22 

multiplier le cosam par ( — l) q , et on aura: 

, ,*„ , , 2(2r + 8)K+2siK' lft Tr . 
y = (— l)* 1 cosam (u ± 2 +1 ' q ^ = 

r 11a ( , 2(q( 2p + 1) ± (2 r + s)) K±2siK\ 
— (— l^cosamiu H --— 2~~+l '" 

Maintenant on peut toujours donner à r, s, q de telles valeurs entières 
que: q(2p + 1) ± (2r -|- s) = n, ± s = m, où n et m sont des nombres 
entiers quelconques, et on aura alors: (— l) q ™ ( — 1) -- ( — 1) = 

= (-1) . Donc la forme géuérale des racines de la seconde des équa- 

tions (3) sera: 

ia\ r i^ + m / , 2n K+ 2 miK\ 

(6) y=(— 1) cosam(u+ — - — --- - ), 

2p + 1 

où l'on voit, de la même manière que plus haut, qu'il suffit de donner à n 
et m successivement toutes les valeurs entières depuis — p jusqu'à -|- p, et 
que toutes les valeurs correspondantes de y au nombre de (2p -f" l) 2 seront 
en général différentes entre elles. 

Enfin- les racines de la troisième des équations C3) sont les Vain des 
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arguments a, pour lesquelles on a: Jam ((2p4 l)a) ^-- J am ((2p -f- )u) 
Or cette équation donne en vertu des formules (3) du 24 : 

(2p + 1) a = ± (2p f Du + 2rK + 4siK, a = ± u + -f^q^', 
où r et s sont des nombres entiers quelconques.. Donc on aura : 

Â /. , 2rK+4siK'\ , ( , 2rK+4siK'\ 
z^Jam^±u + --- Tf -j=^am(u±- 2pTr ). 

Si l'on ajoute à l'argument du membre df\>it de cette équation 2tiK', où t 

est un nombre entier, il faut suivant la troisième des équations (7) du 22 

multiplier le -/am par ( — 1)*, et on aura donc: 

/ ,u # , _u 2rK+4siK' . ft ._,. 
dp -f- 1 

/ ± 2r K-f 2(t(2p + l)db2s)iK'\ 
= (- l)'J«n(o + — 2 — +1 > 

Maintenant on peut toujours donner à r, s, t de telles valeurs entières que : 
ir = n, t(2p -f- 1) ± 2s ~ m, où n et m sont des nombres entiers quel- 
conques, et on aura alors: ( — l) 1 -~ ( — l) m . Donc la forme générale des 
racines de la troisième des équations (3) sera: 

/^ r i, m / / , 2nK+ 2raiK'\ 

(7) zHMMan{u+ - 2p+r ) 

où il suffit de donner à n et m successivement toutes les valeurs entières 
depuis — p jusqu'à ~f- p, et où toutes les valeurs correspondantes de z^-en 
nombre de (2p -f- l) 2 seront en général différentes entre elles. 

De la même manière on trouve, que la forme générale des racines de 
la première des équations (4) sera: 

r<a -4- - f J 2nK+2mi '\ 
(8) x = ± sm ami u H J 

où n et m sont des nombres entiers, et qu'il suffit de donner à n et m 

toutes les valeurs depuis — (p — 1) jusqu'à -f- p, ou depuis o jusqu'à 2p — 1, 

pour avoir toutes les racines au nombre de 2(2p) 2 — 8p 2 , lesquelles racines 

seront en général toutes différentes entre elles. 

Les racines de la seconde des équations (4) seront de la forme: 

/0 v r / , 2(2n + m)K+2miK'\ 
(9) y = ± cos am lu ^ J, 

où n et m sont .des nombres entiers, et il suffit de donner à n toutes 
les valeurs entières depuis — I J jusqu'à -f £-, et à m toutes les valeurs 
entières depuis — (p — 1) jusqu'à + p, ou à n toutes les valeurs eutiôres 
depuis o jusqu'à p - 1, et à m toutes les valeurs entières depuis o jusqu'à 
2p — 1, pour avoir toutes les racines de cette équation au nombre de 4p 2 , 
lesquelles racines seront en général toutes différentes entre elles. 
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Enfin les racines de la troisième des équations (4) seront de la forme: 



_u i ( r 2nK + 4miK'\ 
(10) z = ±iam \v-\ ^ ), 



où n et m sont des nombres entiers, et il suffit de donner à n toutes 
les valeurs entières depuis '— ' (p — 1) jusqu'à + p, à m toutes les valeurs 
entières depuis — \-z-J jusqu'à + ~, ou à n toutes les valeurs entières 
depuis o jusqu'à 2p — 1, et à m toutes les valeurs entières depuis o jusqu'à 
p — 1, pour avoir toutes les racines de cette équation au nombre de 4p 2 , 
lesquelles racines seront en général toutes différentes entre elles. 

ou. Des racines des formules (3) et (4) du paragraphe précédent on tire 
les valeurs des fonctions elliptiques de (2p-}-l)u et de 2pu développées en 
produits ou en sommes. En effet dans une équation réduite à la forme 
normale des équations algébriques le produit des racines de l'équation est 
égal au coefficient du dernier terme avec son signe, si le nombre des raci- 
nes est pair, avec le signe contraire, s'il est impair ; et la somme des racines 
est égale au coefficient du second terme avec signe contraire. Donc on a, 

+P 
puisque Tl( — l) n =-|-l: 

+P+JP . / . 2nK + 2mîK' \ A 2P . t . flCk . , x . 

ll n U m sin ami u -\ — r— ) =■ _- T . sin am ((2p + 1 )u), 

-p -p V 2p + 1 / N2p,,.i 

+P +P / , 2nK + 2miK' 



+?-# / , 2nK + 2miK'\ A'o P+ i ,,« , ,, n 

H n ll m cosam u-) o"ï~T~ / = = w " • cos am (< 2 p "T l)u), 

— p — p \ Jp -h 1 / JN 2p + l 

îr v ~iï i ( . 2nK + 2miK'\ A\i , „ ft . 1X N 

n n n m Jam ( uH — ï~T-r) = v« • J am ((2 p + 1)u) - 

— p -p \ Zp ~h 1 / JN 2p+l 

P if . * (a 2nK + 2miK '\ A 2 2 P 

U a U m sin 2 am (vl-\ ) = -_ r , 

-(p-D-(p-l) V 2p / F 2p 

~rf i? n ( i 2(2n + m) K -f 2miK'\ G' 2p -A' 2p . cos am (2pu) 

ll n ll m co8 J am[uH ^ ) — —- t^to 

(p-l) -(p-l) V 2 P / N 2 p ~ F 2p . cos am (2pu) 

% V P n ( j_ 2nK+4miK'\ G" 2p - A% J &m (2pu) 

II n U m _7 2 am ( u H - J == - Tt =^ j j^—r. 

-(p-l) (p-i ) V . 2p / N" 2p -— F" 2p . J am (2pu) 

" " "a " 

"^ p "t p / „ . / -, 2nK+2miK'\ P 2p+ i . , lcx , „. 

2u -« (-D"sinam (u+ r^- T ---) = — - +l . sin am ((2p + l)u), 

-p — p V 2p + 1 / N2 P . i 



-p — P 



t t (-l)-cosa m (« + 2 ^% i ^)--=^'.cosa m ((2p + l)a), 

— P -p \ 2p+l / N 2P ^i 

+ P "t P r ,*» / f i 2nK + 2miK'\ F" 2p ,i , , a , in 

^n -m (- l) m -Vam ( u+ - ■--.-.— J = N -~.Jam ((2p + l)u). 

— n —n \ Jp -j" 1 / iN 2 p-l 



"P "P 



De ces équations on trouve: 



no i i^ N 2P+i tP nP • / i 2nK+2miK'\ 

a ara ((2p + l)u) = -— L+ . iT n iT m sm am ( u 4 ô"S"^ )i 

A 2P4 .i -p-p V 2pH- 1 / 

m /cosam((2p + l)u)-= -ry^ M m iT m cosam(uH ' ), 

1 ' ] a 2p + i —p-p V 2p-|- 1 / 

L/ /,« i ,> n N" 2 p + i +E +F a { \ 2nK + 2miK'\ 

^am((2 P 4- lju)^-^-^. JI B /T m ^/arnfuH — ^— ), 

A"2p+i _ p _p V 2p+l /' 

1 F *" P 1V P • 2 / . 2nK + 2miK' \ 

1 ^ A 2 **n J^m sm^am ( ui J, 

A 2P-(p-l)-(p-l) V 2p / 

N'o n* 1? * f , 2C2n+m)K+2miK'\ 

im 2 p. J* n Ji m cos 2 am UH j — G^p 

_(p-i)-(p-D \ ■ 2p / 

2 

cos am (2pu) — • rp — : ' 

tp liï P * ( » 2(2n+m)K+2 miK^ 

F 2 p. IT n iT m cos 2 am(ui ) — A' 2P 

(p-D-(p-i) \ Jp / 

(2) < 2~ 

^.(P-DjP-i) V ' 2p J p 

2 

^/ am (2pu) = — — vp ; 

nu t? tr 5 ^2 ri 2nK+4miK\ _„ 
F" 2P iï„ iT m ^ 2 am(uH )-A" 2P 

-(M)JM) V 2 P 

\ 

^. //« i i,n N 2P+1 t P v P , ^„ • r . 2nK+2miK'^ 

/ sm am ((2p -J- l)u) =- - - m .3 n ^ m (- l) n sm.am(uH -!— ), 

i *2p+i — p— p 2p+l ■< 

J ,/« i *v n N W t p t p , ,x n+m r , 2nK+2miK\ 

(3) / cos am ((2p + l)u) = — ^ + - . Z n 2 m (-l)*-cos am (u-\ -^- — J , 

\ ' * 2p+1 — p— p v 2p+l ' 

I a rr* . ,> n N Vi t P t P , n ffl ^ r t 2nK+2miK\ 
[ J am ((2p + l)u) = — =-. 5. -Z m ( - l) m j/am(u+ — -^-- — ). 

V * 2p+i_p_p v ^p-ri ' 

*>!• Les séries du paragraphe précédent peuvent être transformées en 
fonctions c>, sinamu, cosamu, et iarau, Nous considérons seulement le 
cas d'un facteur impair de l'argument u, et commencerons par les séries 
de facteurs. 

Puisque on a en général: 

Tin dm f(n, m) = f(o, o) . fl n f(n, o) . f(-n, o) . JT m f(o, m) . f(o, - m). . 
-p-p 

p p 

II n JT/J(n, m) . f(- n, -m) . f(n, - m) . f(- n, m), 
i i 

on peut mettre les trois équations (1) du paragraphe précédent sous la for- 
me suivante: 
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/«, i ^ n N-'Pvi • A • / . 2nK\ . / 2nK\ 

smam((2p-f-l)u) = T~ . sin am u . Ji„ sinara I u-|- 9 "^rr J.sin ami u-- j— I. 

p . / , 2miK'\ . / 2miK'\ 
• i f m8lnam l U+ 27fî> ,Dam ( U -2H : l7- 

' ' . / , 2nK+2miK'\ . / 2nK-f2miK'\ 
.ff„ jr mS1 nam(u+ — 2^— >«">(«-- 2pTr > 

/ . 2nK— 2miK'\ . / 2nK-2miK'\ 

• 8,n am ( u + — ïj+r 7- 9,n am ( u -"~2pTi7 J ; 

I ,.« i^n N Wl rr ^ t 2nK \ / 2nK\ 

lcosam((2p-|-l)ii) = . .cosamu./i n cosaml u-|- - .-l.cosamlu- -, I. 
| A ap^.1 1 \ 2pTl/ \ 2p-f-l/ 

/, / . 2miK'\ / 2miK'\ 

• ^ C0Sam ( U +^l)- C0S * m [ U -2Ï+ï} 

(1) \ v* ( . 2nK+2miK'\ / 2nK+2miK'\ 

.JT„jr m .co.sam^u4-- 2 - H _ 1 - J.cosam^u- gp+1 j. 



. cos am 



/ . 2nK-2miK'\ / 

r-2 P Tn ,C0S,ra r 



2nK— 2miK'\ 



2p+l V 

J m ((2p +l)u) -^U-n- • V«n(« + |fi) ^ -( » -2 P Îl)- 

îr A l , 2miK'\ . / 2miK'\ 

.«^M^ + ^-p j. i«m (U- 2 ^J. 

h tt A ( ,2nK-(-2miK'\ . / 2nK+-2miK'\ . 

. f . 2nK— 2miK'\ . / 2nK— 2miK'\ 

Les coefficients de ces séries sont donnés par les équations (4), (6) 
et (8) du 28: 

(2) A 2 ^" ( 1)k 2 'A' 2P ;r(W - ' A>;, = k ^i4^- 

On peut aussi trouver ces coefficients directement des équations pré- 
cédentes. On divise alors la première de ces équations par sinimu et pose 
u = o, on divise la seconde équation par cosamu et pose u = K, enfin on 
divise la dernière par iamu et pose u = K -f- iK'. 

En remarquant alors comme dans 28 les limites: 

lim /^£L((2p+i)«)) ==2p -f1, lira (??»- a ™«?-P±lW)=(-i)P(2p + l), 
n — \ smamu / u=K cosamu / 

lim f^?l±l)?) ) » ( _ 1 y (2p+U 
u=K+iK A J *™* / *. 

on trouve: 



/ 
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2 p + l - Â^T ' ?" 8mam (*+î> • ?- sm am Ci^Fi>- 



'' ., ,2nK-J- 2miK\ . „ r 2nK- 2miK\ 
.JI JI m8ln -a m ( gp+1 ).sm»am( 2p+1 ); 

1-™+»- |^ • fcoo..«n(*f J£) . il m cos*am(K-f gg). 

f(-i)'ep+i)-^A^™^+»^ 1 )V , "( K ^ E,+ |^)- 

JV JV ^* att. . T r/ i 2nK+ 2miK\ .„ ,„ , ._, , 2nK-2miK\ 
. JT.JI.^«am(K+iKM- ~ 2J+Î — ) ^ am ( K + lK + 2p+l "^' 

r. „ • , 1 ^ n ?p+i NSp+i N" 2P+ i 

De la on tire les valeurs de . , 77-—, Kit i et nous emploierons 

A2p + 1 A2P4.I A 2p+i 

par préférence ces équations au lieu des équations (2) pour éliminer les 
coefficients ci-dessus des équations (1). 

Comme digression nous ferons ici remarquer les équations suivantes, 
qui ne dépendent que du module k, et qu'on tire de la comparaison des 
équations (2) et (3): 



(4) 



p ? . 9 r 2nK+2miK\ . , r 2nK-2miK\ 
. n a n m 8m**m ( 2 p+l ~ )' smam ( 2 p+l » 

w ( gp+HM P o n xr P 2miK:' 

(-l)p(2p-fD.(^r^- = IWam(K+^j) .JWam(K+g^). 

tttt * rv < 2nK+2miK\ , ,_ , 2nK-2miK\ 
. n a II a cos*am(K+ 2p+1 ).cos»am(K+ 2p+1 , ); 

(- l)'(2p+l).k' » =JT.^« m (K+iK'+^) .ff n z/*a m (K+iK'+g^) 

' J ., ,„ , .,„ , 2nK+2miK\ „ ,„ , , m . 2nK-2miK\ 
.J2 rf ffl ^am(K+iK'+-^ TÏ - ).^am(K+iK'+ gp+1 ). 

On peut réduire les deux dernières de ces équations à l'aide des for- 
mules (1) et (4) du 22: 



sin am u , ,„ , .„. , , ., . sin am u 



cosam(K + u)^ — k'. " , ^am(K + iK' + u) = ik'. 

' iamn cosarau 

On aura alors : 

2nK , . „ , 2miK\ 

k , iinmi P «n a a ra ( 2 — -) „ s.n'an^^-rî) 

c-vep+D-è) ■ -*• .*— -*£- k ' 2p ^— -^mik' 

z/am ( 2 p+l ) ^HvFï) 



66 

. » ,2nK + 2miK\ ., ,2nK — 2miK\ 

p t m "( 2p+l ) 8mam ( 2pTÎ ) 

.T" ., / 2nK+2miK\ .» ,2nK - 2miK\ 

^ am ( 2p+l ") J "< 2p+l ) 

. , , 2nK . . „ J . 2miK\ 

<-l)»(2p+l)k' * =<-l)'k*.JI. ^-.(-D f k'».JT m ££r 

CM8 H^h) C08am (2pTî) 

. ,, .2nK + 2miK\ . , ,2nK — 2miK\ 
p t 8inâam ( 2 p+l ") 8lnam ( 2p-M ) 

,'." , ,2nK+2miK' - „ ,2nK- 2miK\ 
cos*am( 2p+1 -) C o8»am(— 2^-) 

De ces équations et de l'équation précédente (4) on tire enfin: 

(2P+DM 

/ k\ J -î-^.» r a ,2nK. ' , .2miK\ 

{5) (k ) " ?" cos ""(^H-l^ ' ? m m ^2p+l^" 

' ' , ,2nK-(-2miK\ , , 2nK - 2miK\ 
. JI n J7 m cos*am( jp+T" - ) ' C ° 8 am ( 2p+l ) ; 

(6) k^i ^am (|^) .A^am (gg). 

tt tt m i 2nK + 2miK\ ' ,2nK - 2miK\ 

• ?» 7- ^ am (- Yp+r-) • ^ am ( 2 P +i )• 

Nous retournons maintenant aux équations (1) et nous éliminerons les 

coefficients . * >T , -f— , . .. n à l'aide des équations (3). On aura alors: 
Aîf + i A2P+1 A 2p+i 



(7) sin am ((2p + Du) = (2p + 1) sinam u 

"2p-j-l^ •""-"• V" 2p+ 



f | 2nK ^ . f 2nK x 

s,nam( u +2^) • ■» «» ~ j^J 



8,n am (vTi) 

, . 2miK\ . /- 2miK\ 

8,^^ + ^) .sinamÇu-— ) 

8m am (2p+ï) 

f , 2nK4-2miK\ . r 2nK + 2miK' 
s,nam(u+ 2p+1 ) . — m (. - 2 p+1 ) 

' ." . m . . ,2nK+2miK\ 

8,n * am (— 2pTr~) 

f , 2nK — 2miK\ . r 2nK — 2miK\ 

s,na m (u+ 2p+1 ).s,nam(u- 2p+1 ~) 

„ /2nK - 2miK' 
2p+l 



"""*( 2d+1 ) 
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I cos am ((2p f- l)u) =■ ( - 1)p (2p +- 1) cos am u . 

, , 2nK N , 2nK N 

co,«m(n+^),coMm(n-^) 

copain (K+^pj) 

, , 2miK\ , 2m'iK\ 

cosamQi + — ^po^fr-— ) 

cos'amCK+^pj) 

, . 2nK-f2miK N . 2nK+2miK\ 

P P cosam(u+ 2p+1 ).co.am(n- gp+1 ) 

* ?" ?" 2 , Tr , 2nK+2miK \ 

corWK+ 2p + 1 ~) 

, . 2nK-2roiK' N , 2nK— 2miK' N ' 

C08am(n + ~^+l~ )c08am(u ~ 2p+l } 

, fTr , 2nK- 2miK \ 
co 8 'am(K+ gp+1 ) 

//am((2p+l)u)= (- l)i'(2p+l).z/amu. 

A , . 2nK . Â , 2nK N 
^ ^ m(B + 5 _).^ MB( «---_ ) 

^amCK-fiK'+l^) 

h ^ amCn + 2pTI ) ^ ain(n ~2p+l ) 

" ,,B ^amCK+iK'+f^) 

. , , 2nK+2miK'. . , 2nK+2miK' x 

^X ^ am(n + ^p+l- ) ^ am(n - 2p+l > 

* .". n A% ,_, ._,, 2nK+2miK' 

//««■. (K+iK'+ 2p+1 ) 

. , . 2nK— 2miK'. . , 2nK-2miK' 
itm(u+ 2p+l ) ^ am(m - 2p+l > 
^« ,*- i ™ . 2nK-2miK\ 

On réduit maintenant ces formules à l'aide des formules (7), (8) et 
) du 10: 

sinam(u -f-v) ..sinam(u - v) = ■ 



1 — k 2 sin 2 am u.sin 2 ain v ' 
cosam (u + v) . cosam (u — v) 



^/am (u -\-y).J am (u — v) = 



1 — k' 2 sin 2 amu.sin 2 amv ' 
^/ 2 amv — k 2 8in 2 amu.co8 2 amv 



1 — k 2 8În 2 am u . sin 2 am v 
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et des formules (1), (4) et (5) du 22: 

.^r i . cos am v . /T - , , xr . , x 1 d am v 

sinam(K + v)=--^ , sinam(K + iK +v) = — . — — -- , 

^# am v k cos am v 

sin am (iK' 4- v) = — . — • 

k sin am v 

On aura de là: 

sin 2 am u 



sinam (u+v) . sin am (n — v) 



sin^amu 
*sin 2 am(iK'+v) 



1 



8În 2 am u 



cos am (u + v) • cos &m C u — v) cos 2 am v sin 2 am(K+v) 

cos 2 am(K4-v) cos 2 am(K-(-v)' sin 2 amu 



sin 2 am(iK'-f v) 
sin 2 am u 



iam(n+v),iam(u-v) _ i 2 amv sin 2 am(K+iK / 4-v) 

z/*am(K+iK'+v) ~ ^ 2 am(K+iK'+v) * sin 2 amu 

sin tt am(iK'+ v) 

et les formules précédentes seront par là réduites à: 

sin am ((2p + l)u) ~ (2p -f" 1) • 8in am u . 

8Jn 2 amu __ sîn^Amii 



/ 2nK \ ■ . « /2miK'\ 

■■'il . » • "m » .» 



sin'amu 



• A A. 



• 2 (ir.i 2nK \ . % ( , , 2miK'\ 

ain g aro m sin a am n 

~7Z /2nK+2miK'\ . a /2nK— 2miK'\ 

"""H 2pH-l ) "M 2p+l ; 



sin^amu 



• s /\ xr ,,2nK+2miK'\ . 2 (. m ., 2nK - 2miK'\ 

" am v lK + 2 P +; ; 8in am v K+ 2 P+ i ; 



cosam ((2p+l)u)=(-l)P(2p+ 1).JT„ 



cos am l2F+î; p co8am i2- P +L> 



2raiK' 



/2nK-f 2miK'\ „ /2nK— 2miK'\ 

hk --\ 2p+l j C0< M 2 P+ 1 ; 

• " n ^ , 2nK+2miK' \ ' 2 / 2nK-2miK'\ 



cos'am 



I I 

COS 



* cos am u ,ÎI t 
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sin 2 amu sin 2 am u 

. a • ■■■'■in . n 



1 — 



8 in»aa.(iK'+^ ï ) sia*a m (iK'+ 2 ^') 



sin'amu sin^amu 

■*■ C\ iry I S "rrï~ *■ 



• * Ar ■ 2nK+2miK\ . , 2nK-2miK' 

-JL •»^« n CK+-r-^j r -) «■',m(K+-^ R -) 

• ■"■.-"m " ". o " ' . » ! 

i î sm^amu sin z amu ' 

. , ,..,„, 27K+2miK \ 1 ~ , . ,.„., , 2nKl2^ÎK^ 

iam ((2p + l)u) =(- - 1)» (2p + 1) . 

,„ ; 2nK s .„ ,2miK' 

., ,2nK-f2miK\ .„ , 2nK— 2miK\ 

sin 2 amu sin 2 amu 



p 8in 2 a,n(K+iK'+-^?) sin a am(K+ iK'+|^') 

^ amu .4 2 P +J-.JT ro , , 2p ± i- 

i sin^amu i sin^amu 

8in2am(iK '+^ ) sin-amOK'+gg') 

ein 2 amu sin 2 amu 

""•"• nri ^ . 2nK+2miK \ ~. 2 /Tr , . m , 2nK-2ml K\ 
•^ p sin 2 am(K+iKM g , x ) sin 2 am(K+iK'H ^Tï - ^ 



Hn/L, 



1 -~ 



. a ,. Tr , , 2n K+2miK\ . 2 ,.,,,, 2nK— 2miK\ 
8in 2 am(iK'H ^-— ) sm 2 am(iKH ^fï — ^ 

Si dans les deux dernières de ces équations on pose u — o, on trouvera : 

2 2nK .2miK\ 

cos 2 am --:-) cos 2 am (5-77) 

p 2p-f-l p 2p+l 

1 = =(-l)P(2p+l).17 n inT"' 11 - ' fe - ' 

1 cos*am(K + 9 ^pr) ' C os 2 am(K+|^) 
2p-f-l 2p-f~l 

Q ,2nK+2miK\ „ ,.2nK-2miK' 

JL p cos 2 am(-- H - r -) cos * am (___-) 



1 1 



,. ,__ . 2nK4-2miK\ „ ._ , 2nK - 2tniK' ' 

C08Bm ( K +— 2 P TT~ ) co « 2am ( K 4— 2FR _) 
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m f 2nK ^ ^ ,2mïK\ 

l=(-l)p(2p+l).JT B ?P±Î £ 2p+l 

1 .it m( K+nP+^) ' >am(K+iK<+f^') 

p f ^ am( 2 p+l > iam( 2p + l > 

ip+i *p-t-i 

ce qu'on déduit aussi des formules (4), (5) et (6) en les divisant deux à deux. 
On peut réduire les formules précédentes de sin am ((2p -f- l)u), 
cosam((2p-f- l)u), ^/am((2p-j-i)u) par les substitutions suivantes: 

2nK w l . . ^,2miK\ C ° 8am( VM ) 



-) 



8inam(iK'+^ TÏ )= j - -j^~; sinau>(K-f 3^)= 2miK < 

ksmamC-^) Jm ^+0 

• nr4.ir.j- 2nK ï l ^ 

smam(K + iK'+— -— ) = — . 5-^7-' 

zp-\- 1 k , 2miK' 

C08am( 2p+i ) 

r-r<< 2m ' lK \ • t •«--. 2miK \ • ,(2p+l-2ni)iK\ 
sin am OE'+g—p-j) = «n am(— iK'+ 2 -^) = — sin am( v 2 )= 

,(2 8 — l)iK\ 

où p -f" 1 — m = s. En remarquant ici que s varie de p à 1 en même temps 
que m varie de 1 à p, on trouvera, si Ton pose de nouveau m au lieu de s : 
p / sin 2 am u \ __ p / sin 2 amu \ 

^•«nOK + ^-j-)/ 81Dam ~ 2p+l 

De même on trouvera que: 

sin^amu x p / sin 2 amu 



p. / si n'am u * _^ p , sin*amu \ 

' V • 2 W i 2n K=fc2miK 'J ~ . m ( . , ,2nKT(2m-l)ÎK'J ; 

x sin^amOK'H — — — y n sm 2 am( ——, — y 

2p+l 2p-fl J 

/ sin 2 amu \ p / sin 2 amu \ 

^"V 1- - 2 nr-L 2nK J " ' ^ "~. / «n-Dg J' 
sm 2 am(K+ 2 — -)' sm 2 am( g , l )' 

p / sin 2 am u \ _ p / sin 2 amu \ 

'"^ -2 ^i 2nK= fc2miK V""" ■" . 2 ^n-llK^mîK'J* 
sin J am(KH o~Xï ' sm z am( J^ ) 
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hh(\ wVan,u \ = 

.'."V .„ /Tr , .„, , 2nK=fc2miK > J 
sin 9 am(K+iK'-f — l - )' 

= n TI (\ 8in * amn V 

i . V • * , (2n-l)K±(2m-l)iK \/' 
sin'amQ ^ — r-z ) 



2p+l 

En substituant ces valeurs on aura les équations suivantes: 
(10) sin am((2p -f l)u) = (2p -f 1) sin am u . 



1 ""' .'" 1- 



• 1 r ^nK . ,2miK\ 

, sin'amf ) p sin a am(-— — ) 

.A. 2p±J - # ^ 2p±i__. 

' 1 12 • a /- 2nK ï • 2 ' , sin a amu 

l-kWam( 2 - TÏ ).s 1 n*amu 1 - ,( 2 m-l)iK\ 

8ffi8m( Tp+r > 

sîn 2 am u sin 2 am u 

~~~ ,2nK4-2miK\ X ""T^ ,2nK-2miK\ 

^ p „.„(__ ) 8in * am( _____) 



sin^amu 



. ft ,2nK-(2ra— 1)ÎK' . tt 2nK+(2m— 1)ÎK' 

8in z am( — — ) sin^amt- n 



?p+1 > -» — 2p+ i 

Ul) cosam((2p+l)u) -= 

. fl ,2mïK\ 



2P+L ^, 



1 ^ .,,, . sin 2 am u 



. 2 . ,(2n-l)K. 2 ,2miK\ 

p sin a am( ) p cos z am(— — ) 

? co 8 am u .JT n ?P±i J7 m 2 P+* 

• , 2 -2 / 2nK . » sin 2 amu 

1 — k^sin z am(— — j— ).8in-amu 1 



■2P-H1'-" * . , , (2m-l,iK ' 

8,n am( ^p+T } 



sîn 2 am u 



' . Q (2n-l)K-2miK\ . „ ,(2n-l)K+2miK\ 
p p ""«H — ) 8,n 2 am( —^ ) 

• Jx n Jx ni • . — ♦ 

1 ' sin 2 amu 8În 2 am u 

1 ""7T ,2nK-(2m-l)iK\ _ .„ / 2nK+(2m-l)iK\ 
sin 2 am( __ ) 8ln s am( _____ ) 

(12) ^am((2p-|-l)u) = 

2 f 2nK . 2 ,2miK\ 

cos 2 am(— -7— ) cos*am(-— — ) 

l - k 'T^*;' ,D ' , "" '- k \., ,i_, -™ 

^-.A ^"W A. ^ m W 

1 -k 2 sin 2 am(r — — ) . sin 2 am u 1 — 



81n . amc ____ ) 



1— 
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sin a am u 



. , , (2n-l) K+(2m-l)iK\ . „ ,(2n-l)K-(2m-l)iK' 

A A ( 2 P +i ) s,n amC 2FF1 — } 






.„ ,2nK— (2m— l)iK\ ., ,2nK+(2m- l)iK\ 
8,nam( 2F+Ï > 8,nam( 27+i } 

^« Considérons maintenant les séries (3) du 30. Puisque on a en 
général : 

X 4 f(n,m) = f(o, o) -fin { f(n, o)+f(-n, o) J + i m { f(o, m) + f(o, — m) j + 
— p -p 1 l J i { J 

+ ini ffl Jf(n,in) + f(--n,-m)-ff(n,--m) + fC--n,m)}, 

on peut mettre les équations (3) du 30 sous la forme: 

8inam((2p-{-l)u) = 

N2p*i ( . , $ , ,. / . f . 2nK ... , 2nK N \ . 

^ FVir mamU+ T { " X) l^amCu+^-p+sinamCu-^^)) + 

-f-^ m f sin am(u+ 2 -y -) + sm am (u— ^o V "*" 

J_ y $ ( ivY • r _i_ 2nK+2mîK\ . . f 2nK+2miK\ , 

+ A>An(-l) n ( sinam OH — — )-fsinam(-u — — ) + 

1 1 \ 2p+l 2p+l 

, . , . 2nK— 2miK\ . . , 2nK-2miK\\) 
+ ™a™(u + 2p+1 )+smam(u ^-j- )J j; 

cos am ((2p-f- l)u) = 

^F 2 ^i C ° 8amU+ ? ( - 1)n ( C08am(u +^p^ 

\^t^J / . 2miK\ . , 2miK' \ . 

+ ^»(-l) œ ^cosam(u -f ^-— D+cosamfu-^-YyjJ + 

i \^( ^ M ( t i 2nK+2miK' 2nK+2miK\ , 

+ A^«n(-l) n+m cosam(uH -±—- — )+cosam(u -^-r- ) + 

1 î \ 2p+l 2p-j-l 

, , . 2nK-2miK\ , , 2nK-2miK' \{ 
+ cos am (u + —^-—^ cosam(u âF+ÏV » ; 

z/am((2p+l)u) = 

NV|( ^ ,W. , . 2nK . . , 2nK \ , 

-ï^r~ u+ ?r am(u+ i?+î )+ ^ m(n -iiF"W + 

_l ^ r A^m( a i i 2miK\ . A t 2rniK' \ . 
+f ( - 1) V am(u + 2^H )+ ^ am(u -27+ï ) ) + 
, |t MW /, , ,2nK+2miK\j . 2nK+2miK' . 

+ f B f m( - 1) r amCn+ 2 P +i ^+^ am fa — 2ht- )+ 

, A , , 2nK— 2miK' . 2nK-2miK'A) 

+ iam(u+ 2p+1 )+^am(u- 2p+1 ))). 
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Lies coefficients de ces séries sont donnés par les équations (4), (6) et 
(8) du 28: 

N?p±i _ _J_ »Vt _ (- 1 ) p NV» _ trl2! 
f 2p+ i " 2 P +r fvi " 2p-f-r p" ap+l 2 P +r 

On peut aussi les trouver immédiatement des séries précédentes, si Ton y 

# pose u = iK'. En effet on a : 

8În am (iK'+ v) — sïn am ( — iK'-f- v) = — sin am (iK'— v), 

cosam(iK'-f- v) = -cosam( — iK'-f v) •= — cosam(iK'— v), 

J am (ÎK'+ v) = -iam (— iK'+ v) = -iam (iK'- v), 

donc : sin am (iK' -f" v) -f" sin am (iK'- v) = o, cos am (iK'-f- v) -|- cos am (iK'- v) = o, 

iam (iK'-f v) + Jara (iK'— v) = o. 

Par conséqueut on aura: 

Nsp-H ^ lim f sinam((2p+l)u )l oo _ lj m > 3inam((2p4-l)(iK'+ v)) | 
F2p-{-i u=iK' ' sin am u ' °° v=o 1 sin am (iK'-f- v) \ 

1 



H m j sinam (iK'-f- (2p+ l) v)(_^ lim j ^ ' sinam((2p-f l )v)| 
v=o) sin am (iK'-f- v ) » v=oj 1 1 



k " sin am v 



lim) sinamv y ^ 



v=o|sinam((2p4-l)v)t 2p+l' 

N^j = ii m tcosamf(2p+ l)u) ) o? __ lim S CQ3am((2p4-l)(iK'-f v )) j 
F^p'+i u=iK'f cos ara u j °° v=o) cos am (iK'-f- vj j 

(__i_ ^am((2p+l)v ) 
= lim f (-l)Pcosam(iK'+(2p-|-l )v) ( =(-1 j p lim ) k • 8 inam((2p+l)v )( 
v=ol cosam(iK'+ v) ( v=oj i z/amv ( 

f ksinamv 

( iam ((2p -f- l)v) . sin am v J f — 1)p 



_,_ 1)p lim Mam((2p + l)v). sin amv) 
v=o) z/amv.sinam(2p-f-l)v) f 



2p+l 



NVy lim f^ am((2p4-l)u )(^ 00 _ lim f Jam((2p 4- l)(ÎK'-f- v)) I 
FVh "u-iK'l iamu ( " °°- ' v=o( iam(iK'-l- v) J 

cosam((2p -f l)v) J 



_ li m t (-l)^amrjg+(2p+l)v )| lîm 

v=o) iam(iK'-fv) f v=oj 



■ 1 . 



sinam ( (2p+ l)v)( 

cosamv 
- 1 , 



e n p lim ) cosa mf (2p-|- l)v) . sin am v \ 

v=o)cosamv . sinam ((2p+l)v)( 



sin am v 

(-I)p 



2 P +r 

On remarque de plus qu'en vertu des équations (5) du 22 on a: 

, , 2miK' 1 1 11 

sinam (u ± ■——-)= 



2p+ 1 k " . , 2miK'_.„ / . k* . _ (2g-l)ÎK \ 

sinam (u ± ^"TTT lK ) sinam(u-+- . — J 



5a 
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_ , , 2mi_.' ._, A . _ (28-l)iK\ 

C08am(u± 2iFR ) = =F k'^ j"^» 7- ""^* . . (2»-l)iK' ; 

r 8inam(u±-— -,— -TiK' sinamtu-F-s — ) 

2p+l _p=l 

- . 2miK' .„ , (2»-l )iK' . 

_ , j.JmW, cosam(u±— =pK') , C ° 8am(a=F ^p TT ) 

ri sinam(u±— — ^-iKO 8inam(n-f- ) 

où s = p-|-l — m varie de p à 1 en même temps que m varie de 1 à p. 

De plus on a: (-I)p. (-1)™= — (— 1)' et (- 1)». (— l)H-_ (— 1)-K 

Donc on aura, si l'on pose m au lieu de s: 

i((2p+l)u)=^— 7-^|sinamu -f-_; n (— l)°(sinam(u +^q^) + 

_]_ • i 2nK A _|_ 1 "v ( j _ U 

+ 8.nam(u-^ TÏ )j + ï . r ^- —-—4.- -__— U 

s.nam(u— ^j-j-) «nan^f-^- )/ 
1 ' ■ 1 



sinami 



4-1 il (-i)-( 

-T k _ _l i7l 2nK-(2m-l)iK' ' . , 2n__-(2m-l)iK' ' 
sinam(ui . — ) sinam(u- . J 



2p+l ' 2p+l 



+ 



, . 2nK-f-(2m-_)iK' . , 2nK+-(2m-l)iK\ )h 
sinara(iH ^ — j— — ) sinam(u — - 



__1___\)!' 



2p|-l ' v 2p4-l 

cos am((2p-H_)u) = — ^ j (-l)'cosamu + (- 1)p^„ (-1)» f cosam (u+ — - -) + 

. , (2m-l)iK\ . . ,(2m-l)iK'. 

f t,K^ , U , ^ am(U -~VM - } ^ am( ° +-2p-+T 
+ cosamCu -^ + --^(-1)" __^L__ _ _L_ 

81nam(u _____ ) 8ina m(u+-- — - 

. , , 2nK-f2m-l)iK'- . , 2nK-(2m-l)iK\ 

_/am(u-| ôrry-— ) ^ am ( u ^TTl ) 

4--L^ v f n»W 2 P+! *p+l _ 

"*" kî°, V. , , 2nK-(2m-l)iK\ . , 2nK-(2m-l)iK\ 
8ln am („ 4. __ ) 8ln am ( U - . p + i ) 

. , . 2nK+(2m-l)iK\ , , 2nK+(2m-l)iK\ 

^ am(a + _p +i - >. ^ am(u - -p+1 — \ , 

. . 2nK+(2m-l)iK\ + . . 2nK+(2m-l)iK'J )' 
8ln am (u 4 ___ ) 8ln am (u -..__. ___ ) 

_/am((2p-fl)u) = --L-jt-D^amn-H - l)pi„ ^«.(u+J^jL) 4- 

. (2m-l)iK \ . . (2m-l)iK' 

_ cosam(u- ) cosamOH — s—p- ,- J 

sinam(u-— — — — ) sinam(u-| 5 — j—- y 



2p-hl ' """" v " ' 2p+l 
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# , 2nK-(2m-l)iK\ , 2nK-(2m-1 )ÎK' 

,-tt, n /° 8am(U+ 2 p+l > C08am(u - 2 p+l } 

v7 m V. , . 2nK-(2m l)iK' . , 2nK-(2m-l)iK\ 

sm am (u -\ r — r— : ) sin am (u r — r- J 

2p+l 2p-f-l 

, , 2nK+(2m-l)iK\ , 2nK+(2m-l)iK\ 

cosam(u-f r — r- ) eosam(u - — — ) 



2pf 1 ' , w "- 1 " 2 p+l '\l 

-fCim-DiK', . . 2nK+(2m-l)iK'./|' 



. , 2nK-J-(2m-l)iK \ . , ^^^-^^ 
sinam(u+- ^+î ) 8,nttm ( u - 2pTÏ ) 



On réduit maintenant ces formules à l'aide des formules: (1), (2), (3), 

(16), (27) et (33) du 10: 

* . , 2nK w , 2nK , 

. ! , 2nK , , . , 2nK , 2 s,namuxosam(~).zW^) 

81Dam(u + 2pTÏ )+Sm am (U " ^+Ï X= — , , 2 . t , 2„K , . , ' 

1 — k'' sin^am (~ — — J.sin-'aniu 
ip+1 

o f 2nK -, 
, , M,, , 2nK, 2C08amU - C08amC 2pTÏ ) 
cosam(« ii;TI )-fco 8 « -C-^)- 2nK , 

r r 1 — k 2 sm 2 am (———). sin 2 amu 

*P T"l 

à fj- 1 »*^ r 2nI ^ 2 ^ am °^ am( 2lfï ) 

1 — k z 8in-am(- — — ).sin 2 amu 
2p-f 1 

1,1 2sinamu . cosam v . iamv 



8inam(u -+- v sin am (u — v) sin^am u — sin 2 am v * 

^/am(u-f-v) ^/am(u — v) 2cosamu . sinamv . iamv 

sin am(Q-fv) sin am (u— v) sin 2 am u — sin 2 am v ' 

cosam (u+v) cosamfu — v) 2^/amu.sinamv.cosamv 

8inam(u-(-v) sinam(u — v) sin 2 amu — sin 2 amv 

On aura alors: 

! f 2nK 2nK N 
cosam(— - — -).Jara(- — — ) 
l+2-2 n (-l) n ^ — ?-- \- 
l-k z sin 2 am(- — j—).sin 2 am u 
2p+l 

/2m - 1) ÎK\ . ,(2m — 1)ÎK\ 
, _2_4 C09am( 2p + l } ^ am( 2p+l } , 

+ kT m . g . 2 , (2m-l)iK\ 

sm^amu — sm z am( — — ) 
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,2nK— (2m— l)iK\ , ,2nK- (2m — l)iK\ 

+ • * * /»-»( — ïï+r- o^-c — ^+i — ) 

T kT°i V.., . 3 >K-(2m-l)iK\ T 

/ 2nK+(2m-l)iK'- , ,2nK+ C2m - l)iK\ i 

C08am( 2p-f-l " ) ^ am( 2p+l M 

+ . „ . , ,2nK + (2m— l)iK\ ){. 

sin-'amu — sin'am ( . ) 

!2dK 
cosaro( ) 

(-i)p + 2(-i)p.j o( -i) |e±L__ 
l-kWam(~>in'an 

J2m-l)iK\ . ,(2m— l)iK'. 

+ kf l ' ' . , . , , Oi»-l)IK' , + 

sin-'amu — sin'amC — = ) 

2p+l 

,2nK+(2m-l)iK\ A / 2nK+(2m-l)iK'. 

8inam( -z : ).zJam( '— ) 

+ -*i £ ( -!)-+• ( 2p+l 2p+l _[_ 

* ki\ mK l ' '\ . , . 2 , 2nK + (2m-l)iK\ 

sin x amu — sin z am( ' ) 

2p + l 

, 2nK-(2m-l)iK\ . 2nK— (2m— l)iK' 
* 8 ' namC 2p+l -)-^ am C 2p+1 \ 

. ,2nK— (2m-l)iK' j( 

sin'amu — sin^amC r — — ) 

2p+l 

( Jam( 2 " K 

(3) ^an,((2p+l)u)=| a ^ (_l)p + 2(-l)pi 11 ^^B + 

^ P+1 ' l-kWam(-^-).sin*amn 

2p+l 

.(2m— l)iK', ,(2m-l)iK'. 

8in am( — jr—r—)' cos am( — - ) 

+ 2ii (-i)- ?B±^ ?E±L_- + 

+ . } ' • , . , , (2m-l)iK\ + 

sin* amu — sin z am( — ) 

2p+l 

,2nK+(2m-l)iK', .2nK+(2m-l)iK', 
,sinam( ~— ).cosam( ~—z ) 

-U 2i 1 i (-1)4 2p+1 2 P+* _ 

+ ."r^ l) \ . , . 2 f 2nK + (2m-l)iK< 

SHi^ani n — sin^aml — — ) 

2p+l 

2nK— (2m— l)iK', 2nK - (2m-l)iK\ 

_ s.nam( 2p+1 ).co 8 am( 2p+{ ) , 

. a . a ,2nK-(2m-t)iK' 

sin-'amu — sin^anH r ) 

2p+l 
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Chapitre sixième. 

Fonctions elliptiques des parties aliquotes de l'argument. 

««*• Pour trouver les valeurs * des fonctions elliptiques des parties aliquotes 
-de l'argument u, où n est un nombre entier, il suffit évidemment de les 
trouver dans le cas que n soit égal à 2, puis qu'il soit un nombre impair, 
puisque tout nombre entier n peut être mis sous la forme: n = 2 r (2p + D» 
Dans le cas de n — 2 on déduit les valeurs de sin atn Cï), cos am (™), 
^am(^) en fonctions de sinamu, cosamu, et iarau immédiatement d«s 
équations (6), (7) et (8) du 11. Si Ton y pose £ au lieu de u, on aura: 

' sinam (*) = ± 1 V 1 ~ ^ am - u = ± V 1 " 0088 " 111 
{ k r 1 + cosamu r 1-f-z/amu' 

(1) Jcos am ffi) =± yçôsamu+^am u _ ± k/ V 1 - ^amn 

) " l-f-^amu k r iamu- cosamu 



J am m — ±V5?!^ I 5. , Lt^?5L5 = ± k <V _JLz^°J 

' 1 4- cosamu ' iamu-i 



— cosamu 
+ cosamu " r iamu- cosamu 

Puisque à la même valeur de sinamu correspondent deux valeurs de 

cosamu et z/amu, à la même valeur de cosamu deux valeurs de iamu, 

et à la même valeur de z/amu deux valeurs de cosamu, ces équations 

donneront 8 valeurs jde sinam(^) en fonction de sinamu, 4 valeurs de cosam(") 

en fonction de cosamu, et 4 valeurs de ^/amW en fonction de z/amu. 

Or les nombres de ces valeurs sont précisément les degrés des équations (4) 

<h 29 pour 2p -= 2. 

Si au lieu de sinamu, cosamu ou z/amu, la valeur de l'argument u 

est donnée, on déterminera les signes des radicaux, si Ton fait converger le 

Module k vers zéro, donc k' vers l'unité, K vers ^, sinamu vers sin u, 

c °8amu vers cosu et ^/ainu vers + 1, ou si Ton fait converger k vers 

' u oité, donc k' vers zéro, K' vers ^, et suivant 19: sin am (u, k) =- 

^ . sinam(iu,k') . sin(iu) e u — e _u . lV 1 

^ * i. t. — tt: vers: - i. — —. "= -— , — , cos am (u,k) = ,. _ Éx 

cosam(iu,k) cos(iu) e u + e" u cosara(iu,k) 

1 2 é , i, ^am(iu,k') 1 2 

^ers — — ~ - — , z/am(u, k) -= r.—rr; vers — ;."~; ~ — r - • 

cos(iu) e u +e" u cos am (m,k J cos(iu) e u + e u 

Nous ferons en particulier successivement u --=■ K, u ^=iK', u = K db îK'. 

Si Ton pose u =-- K, on aura cos ara u = o, Jamu --— k', donc : 

Vj—V = L 



,^ . /K\ 1/ I — k' 1__ 

(2) M am( y j— y— ^ ; 



— (D-ïS-^^^-d)-^ 
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Les signes sont ici déterminés par la considération que, si k 

tend vers zéro, k' tendra vers l'unité, K vers ^, donc sînam (— ) vers 

sin (^) =» J- ~^, cosam (-) vers cos (^J — + j7^. et iam(|) vers + 1. 

Si l'on pose u = iK', on aura en vertu du 25 : cos am u =* 00, 

iama = oo. Alors des deux dernières des équations (5) du 22 on tire: 

cos am (u + îK') 1 Jam u 

Jam(u-f- iK') k cosaniu' 

j .i i- -x cosam (iK') a 1 

dont la limite pour u = o sera: — 4 --— = -^ = — . Donc on aura: 

_7am(iK) k 

iK' i ÎK' J'ï-fk , JK 



(3) sinam (y) = =-^, cosamCy) = ~ï7jp ^ am 'y' = r * + k - 

Les signes des radicaux sont ici déterminés par la considération que 

si k tend vers l'unité, k' tendra vers zéro, K' vers £, 

K' 7C 

sinam(^> k') sin(-) 

sm am(— ) = i — tendra vers : i =4-1, 

cos am ( — , k' ) cos( — ) 

L 4 

,«K' ,_. * ^ 1 ,/-« 

cos am(— , k)=» ^ — tendra vers: = + }/2, 

cos am ( — , k') cos( — ) 

2 4 

et iam(— , k) = —, — tendra vers .= + 1/^2. 

cosam(— , k') cos(-) 

l 4 £/ 

Enfin si Ton pose u — K db iK', on aura en vertu du 21 : cosamu =* Tp 
iamu— o. Donc on aura: 

(4) sinam £=Ï K ' ) =|A 1±'|-', C o 8 am(^=^')=(l=Fi)V|. 

Le signe de la première de ces équations est déterminé par la con- 
sidération que, si k tend vers l'unité, k' tendra vers zéro, sinam (-) 

,TT «IT» ÎTT* ? 

vers + 1* cosam (— ) vers zéro, sinam (--) vers + i, cosam (— ) vers -\-\ 2, 

z/am(— ) vers + j/2, donc sinam(- — — — ) vers + 1. Les signes des 

deux dernières équations sont déterminés par la considération que » 

k est réelle, plus petit que l'unité et tend vers l'unité, k' sera réelle et 

K. K K 

tendra vers zéro, sinam (—) tendra vers + 1, cosam(— jet iara (— -) tendront 

vers + J/k', sinam (— ) vers + i, cosam (—-) et ^iam(— ) vers -f J/2, 

, /KdbiK\ x A ,K:£iK\ , , „ (lTO/Sk* 

donc cosam(— - — ) et iam(-~ — ) tendront tous les deux vers — ^ — ** 
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o4l. Supposons maintenant queie diviseur de l'argument u soit un nombre impair 
2p+l. Si Ton pose x — sinam f , ), les valeurs de x, qui en nombre do 
(2p-(-l) 2 en général toutes sont différentes entre elles, seront suivant le pa- 
ragraphe 29, où Ton pose . au lieu de u, représentées par la formule: 

2p~T"l 

x = ( — l) n smam ( ^ ., — — ), 

2 P + 1 
et il suffira de donner ici à n et m toutes les valeurs entières depuis — p jus- 
qu'à + p, ou depuis zéro jusqu'à 2p, pour avoir toutes les valeurs de x. 

Ces valeurs peuvent toutes être exprimées algébriquement en fonctions 
de sinamu, de sinam ( ), de sinam (^j-f)? des (2p-f- 1) racines de-f- 1 

et de — 1. 

î 

En effet soit a une valeur quelconque de (( — l)) 2p+l , et (5 une valeur 

quelconque de ((t))- p+1 , et posons: 

+ * + 4 o . ,u + 2rK+2sîK\ 

2, 2 S a' p sinam( v / ) — <p, 

-p -p 2p + 1 

+$ ^ r0s . ,u-2,K-2siK\ . 

S r X a'P s smam( — — ) = +. 

-p -p 2p + 1 

Or on a: 

# u±(2rK + 2sîK'K 

8mam( 27+1 } ^ 

, u , , 2rK+2siK \ . , 2rK+2siK \ u u . 

= 8inam( ^- C0Sam( -^^ ) ' C ° Sam( VM ) ' z/a m ( 2p+T ) 

1 12-2 , U N • 2 f 2rK+2aîK \ 
1— k 2 sm 2 am(- — r -).sin 2 am(— - — — ) 
2p-|-l ^p+1 

~ , , r il . * 2rK+2siK' , t . „ 

De plus les fonctions elliptiques de — — sont des fonctions rationelles 

2p+ 1 

des fonctions elliptiques de , , et de , ■. Donc on aura: 

/U ±(2rK-|-2siK'), _. , u , A f u . , 

smam( — r- A j = a±b . cosam(- — — rj.^/amC- — r— ), ou a et b 

sont des fonctions rationelles desinam(- — j— r), et des fonctions elliptiques 

2p-j-l 

2K 2iK' 

de ~ — r~* et de ^ — ,— r . Donc enfin on aura : 
2p-H 2p+l 

9 = A + B.cosam(-^).^am(^), 

^ = A — B.cosam L ., t ).^am( , ), 

où A et B sont des fonctions rationelles de sin am (= — — r), des fonctions 

2p-f-l 

2K 2iK' • 

elliptiques de r — — - et de t — — , de a et de £. 
ip-f-1 *pi~i 
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Si Ton élève ces deux expressions à la. puissance 2p -f- 1, on aura: 

9 2p+1 = U + V . cosam fc-^-r) .iam (^-:), 
2p+l ^p+1 

^p+i^ u _ y . cosamlz-^— ) . z/araL-^-) 
2p+l ^p+1 

où U et V sont de même des fonctions rationelles de sinam (—7 ), des 

2K 2iK' 2 P 1" 1 

fonctions elliptiques de -- 7— et de —7-, de a et de (S. 

De là on trouve: 

ç»p+i. ^p+i« U 2 — V' 2 cos 2 am (^j) .z/^am^-^) — X, 

Ç2p+l_|_ ^2p+l.^ 2U, 

où X est une fonction rationelle de sin am (— -7— ), des fonctions elliptiques 

- 2K x , 2iK* . A , o P ^ 

de — — rr et de - ---■— , de a et de p. 

2p+l ^ 2p+r r u 

Maintenant, si Ton remplace sinam (— 7-) par une autre des racines 

^ u 

de la première des équations (3) du 29, dans laquelle on pose -——au lieu 

de u, ç 2 p+ ! et i|> 2 p+ 1 ne changeront pas de valeur. En effet, si dans la somme: 

\?% v q . ,u-f2rK-f2siK' 

-p -p ^P+ 1 

on pose u -|- 2K an lieu de u, le terme: 

rûs . ,u+2rK-|-28iK' ■ , 1 / ... . " „+2(r-fl)K+M 

a r p 8 sinam ( - — — ) sera changée en: — (aP+ 1 p 8 sinam( - — 7— 

2p-|-i a <^p+l 

n0 . ,u+2 P K+2siK' 1 ... . u4-2fp+DK + 2sir 

et aP P 8 sin am ( J \ , . ) en - (aP+^ s . sin am (— F ' , . )) -= 

2p-t-l a *p~\- » 

l r bJ .iq. • ,u-2pK+2siK' . oim 1, , Q . ,u-2pK-f2siK' 
-— (aP+ l Ê 8 sinam( £- •£- h2K))=» — (-aP+ l Ê 8 8inam( — j[ ' ))- 

* 1 , a . ,u-2pK+2siK' 
= -(a-pp 8 sinam(— ^ )), 

puisque: a 2 P+ 1 = — 1, donc — aP +1 = a-P. Donc la somme 9 sera changée 

9 
en — . De même si Ton pose u ~f- 2iK' au lieu de u, 9 sera changée en 

9 
-J-. Donc enfin si Ton pose u 4- 2nK + 2miK' au lieu de u, 9 sera chan- 

P 

9 , 

gée en ~—^ et si 1 on pose : 

i n„. ' / u+2nK+2miK \ . u (-1 

(— l) n sinam ( , ) au heu de sin ara( _——-), 9 sera changée en — ^ 

(— l) n ii) 
Par la même substitution vi> sera changée en r- . 

T 6 a n . P m 

Or on a : a^ 1 ^ — 1, ÇPv+i= _|_ ^ donc . f L ' J = -f 1. Donc 

92P" 1 " 1 et 4 ,?P+I resteront invariables, si Ton remplace sinam (~r~-) par 

, 4 , . ,u + 2nK + 2miK\ , , „. , 

(-l) n sinam( *~T~i n c est-a-dire par une quelconque des autres raci- 



cines de la première des équations (3) du 29. Donc enfin ç 2 p +1 et vj^p* 1 
sont des fonctions rationelles et symétriques des racines de cette équation. 

Mais une fonction rationelle et symétrique des racines d'une équation 
algébrique est une fonction rationelle des coefficients de cette équation. Or 
les coefficients de la première des équations (3) du 29, dans laquelle on 
pose — j-r au lieu de u, sont des fonctions rationelles de k 2 et de sin am u, 
donc ç- p+1 et i]) 2 *± l sont des fonctions rationelles de k 2 et de sinamu. Donc: 
ç*p+i. \|)2P+»=X, et 9 2 p+«-J-v|/Jp+i=-,2 U seront des fonctions rationelles de 
sinamu, de k 2 , des fonctions elliptiques de ~tt et de - — r- -, de a. et de ft. 

De ces équations on trouve enfin: 

2P+J 2P+1- 



<p = j/U + |/lP=X, ty =fU-l/ÏM. 

Soit a a , a 2 , . . . . a 2p+ i les 2p + 1 valeurs diverses de (( — l)) 2p+1 

i_ 

et Pi, P 2 , . . . P-ip^i les 2p -J— 1 valeurs diverses de ((l)) 2p * 1 , et désignons 
par Un,m> X D , m , ç n>m , v[^ m les valeurs des fonctions U, X, 9 et v[>, quand 
on y remplace a par a„ et ^ par {3 m . On aura alors: 

*v % r a. • /u+2rK+2siK'\ *W~ . 1/*==^= 
ç n ,m = 3 s n ^« smamf — — J«= y U n , m +K U„\ m -X„, m . 

Si l'on fait maintenant la somme de toutes les 9 n%m , au nombre de 
(2p-|-l) ,i , on aura: 

2P ^ % +l m 4 ^ P J • / u-f2rK+2siK' \ ^ . »* ft8 j 

2P+1 

Mais — n a^, ou la somme des r ièmes puissances de toutes les racines de l'é- 
quation a 2p -i- l -= — 1, se réduit à zéro pour toute valeur ae r, exceptée 

2p+l 

r = o, pour laquelle elle devient égale à 2p+l. De même 2 m fjj^, ou la 

somme des s ièraes puissances de toutes les racines de l'équation f$ 2p T l — l se 

réduit à zéro pour toute valeur de s, exceptée s — o, pour laquelle elle se 
réduit à 2p -(- 1. Donc on aura: 

2P+1 2P+1 u ~ 

-n ^ m Çn, m — (2p + l) a sinam(- § .), * 

L 1 2p+l 

et de là: 

u J 2p + l 2P + 1 

sinam C^— ) - ~^ f ' ?" ? ^ ^ 

j 2P+1 2P-J.1 2p*J ------ - _ _ 

"^ ;« ••Tilâ ; -» -^«K Umm+K Uï, m — X„, ra où U B ,m et Xn,™ sont des fonc- 
(Jp-f-l)' i i 

tions rationelles de sinamu, de k 2 , des ( 2 p+l) ièmes racines de — 1 et de-f-t, 

, .2K, 2iK' 

et des fonctions elliptiques de - - „ et de-; r. 

2p+l 2p+l 

Une des valeurs de a n est — 1, et une des valeurs de $ m est + l. 
Or pour ces valeurs on a: 
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Çn,m == Z T 2 a (- i) r 8inam( — r- ), 

-p -P ^P+! 

donc égale à la somme des racines de la première des équations (3) du 29: 

X (t, + iy_|»!! sinamu . x i» + ir-i + £»±! x w+i>--» +-+ ^!±l x-^sinamu-o. 
N2 P+ i Ns P+ i N->p + i Ni! P4 .i 

Mais la pomme des racines de cette équation est égale à rr— — sinamu, et 

N 2P+ 1 

puisque suivant les formules (4) du 28 on a: u ==■ 2p+ 1, on aura pour 

■N-2P,.1 

2p-y = 

a. = - 1, P- — + l : 9n,m = V O^+KUÎ,.- X n , m - (2p + 1) sinamu. 

De la valeur de sinam (^ — p :) en fonction algébrique de sin amu on peut 

déduire les valeurs de cos am (-— .— :) et de j/am (- — ,— -). On peut aussi les 

2p-r-l 2p-H 

trouver directement et sous une forme plus simple de la même manière qu'on 
vient de trouver la valeur de sinam (—q—). Pour trouver cos am (— Tj) 

en fonction algébrique de cos amu il faut alors poser: 

+p +p /u4-2rK+2siK'\ 
o =2r2 s a r p 8 cos ami — -— )où a et 8 sont deux valeurs quelcon- 

-p -p V 2p+l / 

1 u 

ques de ((- 1))*.'p+i, et pour trouver ^/ am ^p+l^ en fonction algébrique de 

iamu il faut poser : 

f 4% r et a /u+2rK+2siK'\ , , 

ç -= 2 T 2a ol t p 8 d ami — r- 1, ou a est une valeur quelconque de 

.p -p \ ^p+l / 

1 i 

((l))^p+i et P une valeur de (( — l))2p+i. 

«Ju. 11 s'agit maintenant de trouver les valeurs des fonctions elliptiques 

2K 2iK* . » 

de - — r— : et de -— .- . Or on peut se borner à considérer le cas ou 

2p+l est un nombre premier. En effet si (2p+ 1) — (2p'+l) . (2p"+l). 

(2p'"+l)... où 2p'-f 1. 2p"+ 1, 2p'"4- 1, ...sont des nombres premiers, 
2K 

2K (2p"+l)(2p'"+l).. . Al . 

on aura , t ~ — é J_ , et on trouvera suivant le paragraphe 

2p-f-l 2p + 1 

précédent les fonctions elliptiques de cet argument en fonctions algébriques i 

2K 

de* fonctions elliptiques de , ... , — , des (2p' + l) ièmC8 racines 

'l (Zp +l)(2p +1).... 

2K 2iK' 

de — 1 et de -f- 1, et des fonctions elliptiques de , et de t . ; et 

2p + 1 2p -j-1 

ainsi de suite. Nous supposerons donc 2p+l un nombre premier. 

T * . • / 2K\ . / 2iK'\ 

Les fonctions sinam (y et smam l . I sont, la première 

signe près, doux des racines de l'équation sinam ((2p-f-l)u) = o, ou suivant 
29 de l'équation: 

X (2 P+ 1P _|_ M?P±l x (2p+lJ»-2_f- . . . + ®lï±l X -= O. 

N 2p+ i N-> p+ i 

La forme générale des racines de cette équation est : 



au 



aura 
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, , N . /2nK+ 2miK'\ , . „_ 

x — (— l) n sinamf , — ), et on aura toutes les racines différentes 

en nombre du (2p-f-l) 2 , si Ton donne à n et m toutes les valeurs entières 
depuis — p jusqu'à -f- p. Une de ces racines, qui répond à n = o et m — o, 
est égale à zéro. On écartera ce facteur en divisant l'équation précédente 
par x. Si de plus on pose x a ^= J, on aura l'équation ' suivante du degré 

À 

(1) ï V+2p + ^ f***- x + + ?~ = o, 

N 2 p + i N2 P+ i 

j i • ^ i * • * /2nK±2miK'\ 

dont les racines sont de la forme: J -=• sin'am l — - — r— — J. On 

toutes les racines différentes de cette équation, si Ton donne à n et m tou- 
tes les valeurs entières depuis o jusqu'à p, à l'exception des valeurs coïnci- 
dentes n ~ o et m — o. 

Or la résolution de l'équation (1) peut être ramenée à celle de deux 
équations l'une du degré p, l'autre du degré 2p-f-2. 

D'abord on remarque que les racines de l'équation (1) peuvent être 

. . - * / 2nK \ • * /2miK'\ 

représentées par les trois formes: sin/ am f — -— ■ J, sin^ain ( — — J et 

... f 2nK±2iK\ , lf , . 

snram (m . — , — ), ou 1 on donne à n et m toutes les valeurs entières 
2p-f-l 

depuis 1 jusqu'à p. 

En effet toute valeur J -- sin 2 amu, dont l'argument u satisfait à l'équa- 
tion: sin am ((2p -f" l)u) = o, est racine de l'équation (1). Donc sinaral '- — : — ) 

♦ • /2miK'\ , t ,. V i P+1/ 

et sinaml ^—y— I représente chacun un nombre p de valeurs différentes 

de J. Les autres valeurs en nombre de 2p 2 seront représentées par 

. q , 2nK±2iK\ 3 . % 

sur am(m. — - — ); car aucune de ces dernières valeurs ne coïncident 

i P+ " , ^ • a / 2nK\ . „ /2miK'\ 

pas avec les valeurs précédentes: sin*am 1 - 1 et sin z am 1 1, et on 

peut démontrer qu'elles sont en général toutes différentes entre elles. En 
effet, si l'on avait pour une valeur quelconque du module k: 

. 2 , 2nK±2iK\ . „ , , 2n'K±2iK\ 

8,nam (m ' _ 2^+l~ } ™ Sm am (m • 2 p+l } ' 
il faudrait en vertu du 24 qu'on eût: 

2nK±2iK' 9TrJ .._, . , 2n'K±2iK' 

m . — - — — — -~ 2rK -f- 2siK' db î 



2p-M ' 2p + 1 ' 

ou: 2(mn ± m'n')K±2tm± m') iK' -= 2r (2p + 1)K+ 2s(2p + DiK', 
où r et s sont des nombres entiers quelconques et les signes doubles sont 
indépendants l'un de l'autre. Or si cette équation avait lieu pour une 
valeur quelconque du module k, il faudrait qu'on eût séparément: 

6* 
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m db m' -= s(2p + 1), et mn db mV ~ r (2p 4" 1). Mais puisque m et m' 
sont des nombres entiers depuis 1 jusqu'à p, m ± m' est moindre que 2p-f-l, 
donc pour que m±m' ™s(2p -)- 1), il faudrait avoir le signe inférieur, 
m = m', et s = o. La seconde des équations précédentes deviendra alors: 
m(n ± n'J = r(2p -(- 1), ce qui est impossible, puisque m et n ± n' sont 
toutes les deux des nombres entiers moindres que 2p -(- 1 qui est un nombre 

premier; à moins qu'on a le signe inférieur, que n ~ n' et r — o, dans 

, J , 2nKdb2iK / , 2n'K±2iK' 

lequel cas les deux valeurs: m . - - ■- - -.— - — et m'.—- — — — coïncident. 

2p-+- 1 2p+l 

Donc toutes les racines de l'équation (1) seront représentées par les 

valeurs : 

. „ / 2nK \ . . „ /2miK'\ 
r n - sm^am(- p -J, ^-«««n (^J, 

. , / 2nK + 2iK'\ , . ft / 2nK— 2iK'\ 

ï„,m = sin 2 am ^m. — — — — l îV m -= sin 2 am (m.- — 1, 

où l'on donne à n et m toutes les valeurs entières depuis 1 jusqu'à p, et 
ces valeurs seront en général toutes différentes entre elles. 

Soit maintenant X une fonction quelconque symétrique et rationelle 
des quantités: 

sin 2 amu, sin 4 am(2u), sin 2 am(3u), sin Q am(pu). 

Puisque on peut exprimer sin 2 am (nu), où n est un nombre entier, en fonc- 
tion rationelle de sin' 2 amu, la fonction X sera une fonction rationelle de 
sin 2 amu: X =• F (sin 2 amu), et on aura, puisque elle est une fonction symé' 
trique des valeurs précédentes: 

F(sin a amu) -= F (sin 2 am (2u)) = F (sin 2 am (3u)) •-= = F(sin 2 am (pu)) 

où u est une quantité quelconque. 

Si Ton pose au lieu de u successivement 
2K -2iK' 2K+2iK / 4K +2iK / 2pK + 2iK' _2K_—_2iK' 

2p+l' 2pfl' 2p-f-l ' 2p+l '••• , 2p+l ' 2p-fï ""' 
4K-2iK' 2pK — 2iK' 

^+T "-2p+l— ' on aura donc: 

,F(ïi) -F(ï tt ) =F(ï,) - - Ptfp), 

F(l',)-F(l' 9 ) = F(l',) = = F(ï'p), 

iF(j 1 , 1 )-F(ï l , 2 )-F({ 1 , 3 )= = F(ï,, p ), 

|Ftïs,i)--F(ïa tf )-.F(ïa,8)« - F(r 2 , p ), 

(2) \F(ï P , l )-F(ïp^) = F(ïp 1 ,)- = F(ïp, p ), 

JFfc'Ld-FttW-FttW- : • - F(j' 1?p ), 

fF(j' M )-F(jV»)«F(ï^)= - F(j',, p ), 

^(îV^-FftvV-F^a)-.'. .V. .'= F(Vp!p).' 
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Si Ton forme maintenant l'équation: 

(x-.F(J,)).(x-P(ï' I )).(x-F(ï 1 „)).(x-F(ï 1 , l )) (x-Ffo,,)). 

.(x-P(ï' m )).(x-P(ï'„i)) (x-F(ï' m ))- 

= x»*4- qw + ix»+H- qw x»+ + q, x + q., 

les coefficients q , qi, . . . . q?p + i seront des fonctions rationelles et sy- 
métriques de: 

F(ïJ, Wi), F(j m ), Ffc,,,) F( ÏPl 0, F($' m ), F(ï',„). . . Ffj'p,.). 

Or on peut les exprimer en fonctions rationelles du module k. En effet une 
fonction quelconque rationelle et symétrique des 2p -f" 2 quantités précéden- 
tes, est une fonction rationelle des quantités: 
Pn P«* Pu • • • • P2P+2, où: 

Pk=(FGEi)) k +(F(l'i)) k + (F(ï M )) k 4-(F( Ï2 , 1 ))"+ + (F( ÏM )) k + 

+ CF(ï' lfl )) k + (F(ï' 2 ,i) k + + CF(ï' P> i)) k , 

et en vertu des équations (2) on a: 

(F(j,)) k + (JF<l\)y+k {CF(ï.„)) k +(F(ï'.„))*}.- 

= (F(ï 2 )) k f (F(ï' a )}"+ £ { CFOE.,,))" -f (F(î'„, 2 ))" } - 

î • 

= (F(ïp)) k + (F({' P )) k + i. {(F( ïn , P )j k + (F(ï'„, P )) k }, 
donc: 

p k = — 4 |(F(ï m )) k + (F(ï'J) k +4 { (F(r„, m )) k + (F(ï'„,m)) k }}• 

Les quantités p t , p 2 , p 3 .. . pop+2 sont donc des fonctions rationelles et 
symétriques des r 2p 2 -f- 2p racines de l'équation (1). De là il suit qu'on 
peut les exprimer en fonctions rationelles des coefficients de cette équation* 
c'est-à-dire du module k. Donc enfin on peut exprimer les coefficients 
PtOi Piiv • • i 9i2p.fi en fonctions rationelles du module k. 

La fonction F^) est une fonction quelconque rationelle et symé- 
trique de Jj, f 2 , . . . . ïp, F(ï',) la' même fonction de f^, $' 2 , . . . j' F . 
Donc on les trouvera en fonctions rationelles du module k par la résolution 
de l'équation du degré 2p -f- 2 : 

(3) x 2 ""* + qtp+ i x^ 1 + q 2P x 2 M" . . . . + qiX + q « o. 

Soit de plus: 
(x— IJU-I,) . . . Cx~r p )^ x P+r P -.ix' , - 1 +r P -2xP- 2 +... + r 1 x-f-r . 
Les coefficients r , r x , . . . . r P _i seront des fonctions rationelles et sy- 
métriques de J n ï 2 , ïp. Donc on peut faire successivement: 

F(£x) ~ r , = r 1 , = r 2 , . . . . =»r P _i, et on déterminera les p coefficients 
r , r t , . . . r P _i par la résolution d'un nombre p d'équations de la forme (3). 
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/ 2K \ 
Enfin on trouvera f t ~ sin a am ( , ) par la résolution de l'équa- 
tion du degré p : 

(4) x' + rp-ix'- 1 +r P -2x'-»+ + ri x + r = o. 

Puisque l'équation (3) est du degré 2p {-2, elle donnera en général 
2p + 2 systèmes de valeurs des coefficients de l'équation (4), et la résolu- 
tion de celle-ci donnera donc (2p + 2).p ^ 2p 2 -f- 2p racines, qui seront 

les 2p 2 -|- 2p racines de l'équation (1). Une d'elles sera donc la valeur de 

(2K \ / 2iK' \ 

--J-J, une autre celle de sin 2 am ( g - -, ), et le reste les valeurs 

. . 2 /2nK±2miK'\ , . , 

de 8in 2 am I — — I, ou n et m sont des nombres entiers depuis zéro 

jusqu'à p à l'exception des valeurs coïncidentes n - o, m— o, ou m = 1, et m ~- o, 
n — o ou u — 1. 

La résolution de l'équation (1) du degré 2p 2 -|- 2p est donc réduite 
à la résolution de p équations (3) du degré 2p -f- 2, et d'une équation (4) 
du degré p. 

Chapitre septième. 

Développement des fonctions elliptiques en séries infinies. 

OD. On développe facilement les fonctions elliptiques en séries infinies à 
l'aide des formules du cinquième chapitre sur les fonctions elliptiques des 
multiples de l'argument. 

Si dans les formules (10), (1 1), (13) du 31 et (1), (2), (3) du 32 on fait croî- 
tre p indéfiniment, on trouvera immédiatement les limites des premiers termes tant 

i 2n 2m . ,.,,., 

que les rapports u . et ~ , tendent vers zéro, et il s agit seulement a 

démontrer que les limites des premières séries coïncident toujours avec les 
séries correspondantes à ces limites des premiers termes, et que les séries 
infinies résultantes soient convergentes. 

Or sur la convergence ou la divergence des séries infinies on a les 
théorèmes suivants: 

00 

1. La série -2„f(n) est convergente, si l'on peut trouver un nombre 
positif 8 tel que l'expression n "•" f(n) tend vers zéro, tandisque n croit 
indéfinement. 

La même série sera divergente, si l'expression nf(n) tend vers une 
limite différente de zéro, tandisque n croît indéfiniment, et que la fonction 
f(n} reste toujours positive ou toujours négative pour toute valeur de n plus 
grande qu'une limite quelconque finie, ou, quand f(n) sera une fonction imaginaire 
de n, si ces deux conditions ont lieu pour la partie coefficient de }/" — 1. 
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00 

2. La série ^ n (— l) n f(n), - où nous supposerons que f(n) pour toute 

1 
valeur de n plus grande qu'une limite quelconque finie reste toujours posi- 
tive, et que sa valeur numérique décroisse constamment pour des valeurs 
croissantes de n, ou, si f(n) est une fonction imaginaire, que ces conditions 
aient lieu séparément pour la partie réelle et pour la partie coefficient de 
y -1, - est convergente si f(n) tend vers zéro, tandisque n croit indéfiniment. 
La même série est divergente, si f(n) tend vers une limite différente 
de zéro, tandisque n croît indéfiniment. 

00 00 

3. La série double 2 n 2 m f(n,in) est convergente, si Ton peut trouver 

ii 
deux nombres positifs 8 et 8' tels que, tandisque n et m croissent indéfini- 
ment, l'expression n ' . in ' . f(n,m) tend vers zéro pour toute valeur 
du rapport — . 

La même série sera divergente, si l'expression nmf(n,m) pour une va- 
leur quelconque du rapport tend vers une limite différente de zéro, tan- 
disque n croît indéfiniment, et que la fonction f(n,m) reste toujours positive 
ou toujours négative pour toutes les valeurs de n ou m plus grandes qu'une 
limite quelconque finie, ou, quand f(n,m) sera une fonction imaginaire, si 
ces deux conditions ont lieu pour la partie réelle, ou qu'elles aient lieu pour 
la partie coefficient de "j/^-l. 

00 00 

4. La série double 2 a 2 m (— l) n f(n,m), — où nous supposerons que 

ii 
la fonction f(«n,m) pour toutes les valeurs de n ou m plus grandes qu'une 

limite quelconque finie, reste toujours positive ou toujours négative, et que 
sa valeur numérique décroisse constamment pour des valeurs croissantes de n 
et pour toute valeur de m depuis 1 jusqu'à *> et pour toute valeur du 
rapport —, ou que f(n,m) soit la somme de deux parties, dont Tune est 
toujours positive, l'autre toujours négative, et dont chacune remplit les 
conditions précédentes, ou enfin, si f(n,m) est imaginaire, que ces conditions 
aient lieu séparément pour la partie réelle et pour la partie coefficient de 
V -1, — cette série est convergente, si Ton peut trouver un nombre posi- 
tif S tel que, tandisque m croît indéfiniment, l'expression m ' f(n,m) tend 
vers zéro pour toute valeur de n depuis 1 jusqu'à oo et pour toute valeur 
du rapport -. 

La même série sera divergente, si, tandis que m croît indéfiniment, 
expression mf(n,m) pour une valeur quelconque de n depuis 1 jusqu'à oo 



ou 



pour une valeur quelconque du rapport - tend vers une limite dif- 
férente de zéro. 

00 00 

5. La série double ~„ -2 , m (-l) n +« n ffn,m), — où nous supposerons que 

In t * ' ' 

fonction f(n,m) pour tontes les valeurs de n ou de m plus grandes qu'une 
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limite quelconque finie reste toujours positive ou toujours négative, et que 
sa valeur numérique décroisse constamment pour des valeurs croissantes de 
net pour toute valeur de m depuis 1 jusqu'à oo, ainsi que pour des valeurs 
croissantes de m et pour toute valeur de n depuis 1 jusqu'à oo , et enfin 
que la valeur numérique de la différence f(n,m) — f(n -f- 1, m) décroisse pour 
des valeurs croissantes de m, — ou que, si f(n,m) est imaginaire, ces con- 
ditions soient réalisées séparément par la partie réelle et par la partie coeffi- 
cient de y -1, — cette série est convergente, si, tandisque n ou m croit 
indéfinement, la fonction f(n,m) pour toute valeur de m ou de n dépuis 1 
jusqu'à oo et pour toute valeur du rapport — tend vers zéro. 

La même série sera divergente si, tandisque n ou m croît indéfine- 
ment, la fonction f(n,m) pour une valeur quelconque de m ou de n depuis 
1 jusqu'à oo , ou pour une valeur quelconque du rapport — tend vers une 
limite différente de zéro. 

00 

6. La série JT n (l-f(n)) — où nous supposerons que la valeur nu- 

i 
mérique de la fonction f(n), ou, si elle est imaginaire, son module, finit par 

être toujours plus petit que l'unité, — est convergente, si l'on peut trouver 

un nombre positif S tel que, tandisque n croît indéfiniment, l'expression 

n ~*~ f(n) tend vers zéro. 

La même série sera divergente, si, tandisque n croît indéfiniment, 

l'expression nf(n) tend vers une limite différente de zéro. 

7. La série iT n — - — où nous supposerons que les valeurs 

numériques des fonctions f(n) et ç(n), ou, si elles sont imaginaires, leurs 
modules, finissent par être plus petits que l'unité, — est convergente, si 
l'on peut trouver un nombre positif 8 tel que, tandisque n croit indéfiniment, 
l'expression n ' (f(n) - ç(n)) tend vers zéro. 

La même série sera divergente, si, tandisque n croît indéfiniment, 
l'expression nf f(n) — 9(n)) tend vers une limite différente de zéro. 

00 00 

8. La série double iT n JI m (1 -f(n,m)) — où nous supposerons que la 

i i 
valeur numérique de la fonction f(n,m), ou, si elle est imaginaire, son mo- 
dule, finît par être plus petit que l'unité - est convergente, si Ton peut 
trouver deux nombres positifs o et o' tels que, tandisque n et m croissent 
indéfiniment, l'expression n ' .m "• . f(n,m) tend vers zéro pour toute 
valeur du rapport --. 

La même série sera divergente, si, tandisque n et m croissent indéfi- 
nement , l' expression nmf(n,m) pour une valeur quelconque du rapport 
tend vers une limite différente de zéro. 



r 
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, ,. 1 ® 1 — f(n,m) , , 

9. La série double Ji n ll m - , . — ou nous supposerons que les va- 

i i l-cp(n,m) 

leurs numériques des fonctions f(n,m) et ç(n,m), ou, si elles sont imaginaires, 
leurs modules, finissent par être plus petites que l'unité — est convergente 
si Ton peut trouver deux nombres positifs o et o' tels que, tandis que n et 
• m croissent indéfiniment, l'expression n ' . m ' . (f(n,m) — ç(n,ra)) tende 
vers zéro pour toute valeur du rapport — . 

La même série sera divergente si, tandis que n et m croissent indéfi- 
niment, l'expression nm . (f(n,m) — ç (n,m)) pour une valeur quelconque du 
rapport - tend vers une limite différente de zéro. 

Le théorème de convergence ou divergence 1 est donné par Cauchy 
dans ses Exe. Math. Vol. II, les théorèmes 2 et 6 dans son Cours d'Ana- 
lyse. On démontre facilement les autres théorèmes de la même manière que 
le théorème 1. 

"■• Pour développer les fonctions elliptiques en séries infinies nous sorti- 
ront des équations (1), (2) et (3) du 32. En y substituant u au lieu de 
(2p-j 1) u on peut les mettre sous la forme: 

( / 2nK \ A ( 2nK \ 

1 cosaml - — — ). z/am( -—.--] 

Dsi„a m u = 2 -- 8 ina ro -^- )) 1+2 4.(-l)«.— ^^ ^.L 

( u \ i /(2m-l)iK'\ . /(2ro-l)iK'\ 

„ sinaml™- -,) , 1 cosaml-- -.- ). ^/am( — - — r— - I 
,2p \2p-f 1/ 1 H V 2p+l / \ 2p+l / , 

(âp+ïJ f 8,nam l2- p 4:J- 8,nan VTp+ïj 

,2nK4(2m-l)iK\ . ,2nK+(2m-l)iK\ 

ii \ 



. 2 n . . , ,2nK+(2m-l)iK'. 
»n«am(- 2 - p+ - 1 0-«n«.m(- ^ ) 

,2nK - (2m— l)iK' , ,2nK— (2m - l)iK' s 
cosam ( §pTI )- ^am(- - -j-^- - ) 

" + " . , 7"\ • a /2nK-72in - 1)K'" " ~/| 

«n««m(^-- 1 -)-8.n*am( 2p+1 — ) 



(2) cos am u - — - - - . cos ara (- - - 7 -A 
2p-fl 2p-j-l 



t r 2nK ^ 

H-25.(-i).. 2^k T" + 

' l-k 2 sin 2 am(-.. , ■■). sin 2 am( --— — - )) 

2p-f-l 2p + l 
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,(2m-l)iK\ Â ,(2m-l)iK\ 
sm am ( , ).^/am( , ) 



,2i u 1 U f „- """"" 2p+l y -"" v 2p+l ' 

/ 2nK+(2ra-l)iK' N . ,2nK+(2m-l)iK\ 

+ 4i.,, 1) . t ,(^l"VH- ) ^' n( -^±I=l ) - 

Il v 



. u , . a / 2nK+(2m -l)iK\ 

,2nK— (2m-l)iK\ A / 2nK-(2m— l)iK\ 
8 ,nam(- ^ ).^am( ^ ) > 

. a , u . a >K — (2m - l)iK\ j 
aam ( 2H-"!) ~ wna * m ( 2pTi ) 



(3)^a m u4 p -|;^a m (-; i )|l+2i n - 



A ( 2nK A 

^ am( 2p+ï ) 



k28iaaam( 2p^fï ) - sinaam( 2 P TÎ ) ' 

. . ,(2m-l)iK\ ,(2m-l)iK'. 

( sinamC— 5 — j— ).cosam(— s — r~T ) 

/ 2nK+(2m-lJiK\ ,2nK+(2m-l)iK\ 

sinam( ^— j-j ).cosam( =— p- ) 

4- i 1 (— 1W p+ 2 p+l 

■ ' ■ V . 2 , u . • 2 , 2nK+|2m — l)iK\ 
8m am ( 2p+ï ) ~ 8 ' n amC 2p+î > 

,2nK— (2m— l)iK' .2nK— (2m-l)iK' N 
sm am( , ) . cos am ( Ll ) . 



' 8anK 2 P + 1 \\ 

2n K-(2m-l)iK' / f 



8inïam( "2pTI ) - 8in4a ^ 2p+l 

On fait maintenant croître p indéfiniment. Alors on aura: 
» i ) (sinamf ) ) 

p =»|2p+l 2p-fl ) p= œ | u j ' 

1 2 P +r ; 

lim cos am (—"7-7) = 1 ; lim j ( f~^~ . cos am(-— U — ) ( = 0. 
p=<» 2p+l P =»'2p+1 2p+l ) 

, 2nK , . . 2nK . 

r •• «• *, „. C08amC 2 7+ï Mam( 2p+î ) 

Les séries finies : -i n (— l) n . ^ -£-! e t 

1 -k 2 sin' 2 am ( ) . sin 2 am(r— -r-r) 

2p-f-l 2p+-l 

( 2nK * 
cosam(--- { ) 



~n( — l) n - 2~K~ tendront pour des valeurs indé- 

l-kWamf-^.sin'am^) 
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finiment croissantes de p vers des séries infinies, lesquelles seront convergen- 
tes en vertu du théorème 2 du paragraphe précédent, puisque pour n = p : 

lim cosam(r — r— ) = cosamK = o: 
p=oo *p+l 

Donc les produits de ces séries par -- — ,-, tendront vers zéro. 

2p+l 

Considérons maintenant la limite pour p = oo de la série: 



p 
v 



,(2m-l)iK\ A .(2m— l)iK\ 
1 cosamÇ -— ^-j^amÇ ^^ ) 



, m (2p+l) 2 . 2 f u . 2 , (2m-l)iK\ 

8in 2 am(- + j - sm 2 am ( 2p+1 ) 

On voit ici immédiatement que les premiers termes de cette série, tant que 
2m— 1 

r-T— . tend vers zéro, tendront vers les premiers termes de la série: 
2p+ 1 



p 1 



.V*-((2m-l)iK') 2 ' 

Or on peut démontrer que ces deux séries ont la même limite pour 

des valeurs infinies de p, ou que la limite de leurs différence est zéro. En 

effet, si Ton désigne par F(p) la différence de ces deux séries, et qu'on pose 

pour abréger: 

(2m - l)iK' cosame.iams 1 

- , ' -=e, - - <p(s), 

8inaam( __ ) _ 8in2am e (_ } _,* 



on aura: Ffp) =~ ra 



ç(e) 



" ra (2p+l) 2 - 

Maintenant on remarque que 9 (s) est une quantité finie réelle ou 
imaginaire pour toute valeur de m depuis m — 1 jusqu'à m ■= p, même si 

p croît indéfiniment. Car si sin 2 am(r — r— ) — sin 2 am s = o, il faut qu'en 

2p+l 

u 1-f-k 2 

tnéme temps on ait: (- — .— r) 2 — s 2 — 0, et alors on trouvera 9(6) — — - — ; 
2p-f-l 6 

le numérateur cosame . Jarae ne peut devenir infini que dans le cas 

a - 1 

de l* m (— — — )— 1, et alors on aura: lime — iK', donc: 
p=r » 2p -f- 1 

i: m cosams.z/ame x 

_ f \ — k. 

p ~~ \sin 2 am(~ -,--) — sin 2 ame/ 
2p+l 

Puisque 9(e) sera toujours une quantité finie, la limite pour p -~ oo de la 

" 2p+l 
p 9(6) 

--m /^ . TTo^ F(p) sera zéro. Donc enfin on a: 
1 (2p-)-l) 2 



série 2 m — -~— - sera aussi une quantité finie; donc la limite de la série 



lim 
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,(2m— 1)ÎK\ , ,(2m-l)iK\ 
1 * cosamÇ-^^-^amÇ 2p+1 ) 



1 8,D %m <2Ï+ï>- m am( — 2p+T~ ) 



" r u 2 -((2m-l)iK0 2 . m u 2 +(2m-l) 2 K' 2, 

Cette série est convergente en vertu du théorème 1 du paragraphe 
ral+o 
précédent, puisque 2 , ^ gK - /2 tend vers zéro pour des valeurs in- 
finies de m, tant que 8 < 1. 

De la même manière on cherche la limite pour p = oo de la série: 

,(2m-l)iK\ , ,(2m— l)iK\ 

, — C-^ p +T -)^"»<-^+ î- ) 

s.n*am (---) - «nW-^y-J) 

Les premiers termes de cette série, tant que -<r-_r tend vers zéro, tendront 
vers les premiers termes de la série: 

4 , ,w (2m-l)iK' 



-2.(-l)-. 



u 2 -C(2m-l)iK l ) a " 
Or on peut démontrer que ces deux séries ont la même limite pour 
des valeurs infinies de p, ou que la limite de leurs différence est zéro. En 
effet si Ton désigne par Ffp) la différence de ces deux séries, et qu'on pose 
pour abréger: 
(2m — l)iK' sinams.^ams s , 

P+ sin 2 am( 2p ^)-sin 2 am £ (~)*-** 

on aura : F (p) » 2 ra (- 1)». f^. 

Maintenant pour p — oo la limite de ç(s) sera toujours une quantité 

/. . ^. no , x .. y 1 iams. . ,. 

finie. En effet on a: lim cp(s) = lim ( — ; ) et siname ne peutois- 

T s sinam s 

> , 1 ^ams A 

paraître qu avec s, et alors on aura : . — o, et a am s ne peut 

6 sm am s 

o . i 

devenir infinie que dans le cas de lim(— — ---) ~ *» et a l° rs on aura - 

zp~f-l 

lim s =■ iK' et hm(- ) — — îk. 

sm am s 

On remarque de plus qufc si Ton augmente m d une unité, la quantité 

, . J 2iK' J 
s sera augmentée de- — y ; donc on a: 

ip-f-l 
m±\ 9[K' 2iK' 

^ m (-l) ra ç(e)-(-l)™ç(s)+(-ir+ , 9(£ + 2 q : - 1 )-(-l) in (Ç(ê)-?(s+^- : p ï )), 



et si Ton pose m = 2s — 1, et qu'on suppose p un nombre impair, on aura 

pour des valeurs infinies de p: 

p+i p±_i , . . 

p ""« . 2iK' 2 d e ©(s) 

lim^ m (-l)™ç(e) = -lim^(9(s)- ?(s+2^))-= 2iK'.lim ^~" r 

p +1 j t \ 
— d e ç(s) 

et de là: lira FCp) -= 2iK' lim 2, - - — - r 

Si Ton différence maintenant par rapport à s l'expression: 

hm ©(e) = hm ( ; ), on trouvera: 

T s sinam s" 

, t . .. .cosam s 1 

lira d £ 9(s) — limC-r-ô" «). 

feT sm 2 am s s 2 

^ n . •cos am s 1 .,#.., « 

Or 1 expression (-ru «) reste une quantité finie réelle ou 

r sin 2 am s s 2 ' ^ 

imaginaire pour toute valeur de m depuis m = 1 jusqu'à m ~ p, même si p 

croit indéfiniment. Car sinam e ne peut pas disparaître qu'avec s et alors 

cosam 6 1 2k 2 -l _, . . „. . 

on trouvera: — -^ — — ----, et cosam e ne peut devenir infinie 

8in 2 am s s 2 6 

2m — 1 cos am s 



quavec lim (- — r - *) = 1, s =iK, et alors on aura: — ~tt 
u 2p+ 1 sin z a 



am s 
P+ i 



: o. Donc 



la limite de la sériel ~— .— 8era tou J oars une quantité finie, et la limite 

p+i , ; « 2 p+! 

de la série 2,— — t— xn ou de F(p) sera zéro. Donc enfin on a: 
i (2p+ 1) 2 

. ,12m — 1)ÎK\ , , (2m — 1)SK\ 

Um (_i_ j ( _ ir 8,nam( - »p+r^-j ar) _ 

p=«.l2p+l j" 1 . ' " . , , u . 2 (2m-l)iK' 

_f (_ lr - (2"-l)iK ; ^ iK 'J(-l> *H=Î 

7"^ 1J u 4 -((2m-l)iK') 2 i ' 'u a +C2m-l) 2 K' 2 ' 

Cette série est convergente en vertu du théorème 2 du paragraphe 

précédent, puisque -j-^r^ — ~j,j^7s ten( l vers zer0 P our <*es valeurs infi- 
nies de m. 

Nous chercherons maintenant la limite de la série double: 

.2nK+(2m-l)iK\ . ,2nK -(-(2m-l)iK\ 

« * ,_ 1V _J_ ""^ — «Fm ) ^ am( ~^ p+ï " } 

TT" 1 l;, (2p+l) 2, . , u . „ 2nK+(2m-l)iK' ' 

Slnîam( __ ; _ ) _ 8ln - ain( __. ._) 

2n 2m- 1 

Les premiers termes de cette série, tant que -- — . -- et • -, • tendent 

2p+l 2p-fl 

vers zéro, tendront vers les premiers termes de la série : 
X 3. 1 

,'i"' ; u 2 -(2"K-f(2ra-l)iK') 2 ' 
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Or la limite pour p = sf> d« la différence de ces deux séries est zéro. 
En effet, si l'on désigne cette différence par F (p), et qu'on pose pour abréger: 
2nK-|-(2m— l)iK' _ cos atn s . J am s 1 . 

2p+1 'sin*am(2^ I )-sin*a.ns (^pT^ 2 ' 6 ' 

on aura : F(p) = i„ £, (-1)'. yf^yi- 

Maintenant on trouve comme auparavant que ç(e) est une quantité 
finie pour toutes valeurs de n et de m dépuis 1 jusqu'à p, même si p croit 
indéfiniment. De plus quand on augmente n d'une unité, la quantité £ sera 

, „ 2K * 
augmentée de . ; donc on a: 

%(- D n 9(e) ^ C- l)n( 9 (s)- 9 ( £ +^Çt)), 

n 2p f- I 

et si l'on pose n =» 2r — 1, et qu'on suppose p un nombre irqpair, on aura 
pour des valeurs infinies de p: 

p+t p+« 

P ~i~ 9TC ~T~ de© (s) 

lim^ n (-l) n 9(£)- -lim ^(^-çCs+k^t-J)- 2K.lim2 r -^— ,etdelà: 
1 i -P+l i 2p4-l 



"(2p+l) 3 



lim F(p) - 2K.lim 2 r ^^r* 



Maintenant on a pour des valeurs infinies de p: 

, x .. . 1 cosame.^ams. 

hm 9(6) = lim (-3 — — ), 

6 a sin^am s 

et de là en différentiant: 

J — sin a am* » 

lim d 8 ç(s) = 21im( r-A~ 3 ±). 

\ sm d ame s 3 / 

1 — sm z am s 

Or l'expression : — « h reste une quantité finie, 

r . &m 3 am e s 3 ^ 

réelle on imaginaire, pour toutes valeurs de m et de n dépuis 1 jusqu'à p, 

même quand p croît indéfiniment. Car sin am s ne peut disparaître qu'avec e, 

H-k a 

1- — sin^ame 

et alors on trouvera : lim ( r^ ô ) ~ r o. De là il suit 

\ sin^am s e 3 / 

p d s 9(s) 
que la limite pour p — oo de la série: ~ m w-jr\ sera une quantité finie, 

P+i 

£. Ji d s 9(s) 
donc aussi la limite de la série double: 2 r 2 m7 - — j— - Donc enfin la li- 

i i (2p+lr 

• ' Pi * 

» p d s 9(s) 

mite de la série: -2, 2 m — — j— ■■ ^ sera zéro, ou lim.F(p) — o. On a donc: 

i i Up-f-lJ* 
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,2nK+(2m-l)iK' N . ,2nK+(2m-l)iK\ 
/ cosam( —— ).z/am( ^— ) 

p = »)(2p+l)Vi . , e n ^ . , >K + (2m-l)iK\ 
( 8ln . am( >8U1 » am( ) 



00 00 1 

= 22 f— 1V» 



. . u 2 -(2nK+(2m-l)iK') 2 " 

Cette série est convergente en vertu du théorème 4 du paragraphe 
précédent, puisque: 



_L i L 2m " 1 
m 1_ru v 4n' h 2* 2n 



, X .1 £111- l NO 



u»-(2nlH-(2m-l)iK<)* m l-ô [( « )a _ (R + ^n-1 .^^ ' 

tant que 8 <^ 1, tend vers zéro pour des valeurs infinies de m, pour toute 
valeur de n depuis 1 jusqu'à <x> et pour toute valeur du rapport — - — 
depuis zéro jusqu'à l'infinie. 

Si l'on change le signe de i, on aura de même : 
, ,2nK-(2m-l)iK\ A ,2nK-(2m-l)iK' 

lin, Uui,^ 'H-. M " ( ^ti Z'L 

00 00 1 

,■ , ml 1; , u a -(2nK— (2m-l)iK') 2 
Nous chercherons maintenant la limite de la série double: 

,2nK + (2m-l)iK\ Â ,2nK-f(2m— DiK\ 

8,0 ara( 2M^ )_sm amC VH } 

2n 2m- 1 , 

Les premiers termes de cette série, tant que . et . tendent 

vers zéro, tendront vers les premiers termes de la série: 

iA(-D-.-^ 2nK+(2m - 1)iK ' 



/^ " , u^-(2nK + (2m— l)iK') 2# 
Or la limite pour p = oo de la différence de ces deux séries est zéro. 
En effet, si l'on désigne cette différence par F(p), et qu'on pose pour abréger : 
2nK+(2m — l)iK' __ sinams .iams s __ 

2p+l ' • » / u \ • 9 / U \2 o 

sm^m^Vsin^ms C^)*-* 2 



ou aura: ■"- — ^ ^ i-n*~ _S<!> 



«p)^:U % (-i>*-., p+1 . 



La fonction 9(6) a une valeur finie pour toutes les valeurs de n et de m 

depuis I jusqu'à p, même si p croît indéfiniment. De plus quand on aug- 

2K 
mente n d'une unjté, la quantité e sera augmentée de- — p-; donc on aura: 
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"+1 2K 

f 2 Q (— l)-9(s) = (-l)"(9(s) - 9(s + 2 q_y)), 

et si Ton pose n = 2r — 1, et qu'on suppose p un nombre impair, on aura 

pour des valeurs infinies de p: 

p +1 j , \ 
p a~ d s 9(s) 

lim ^(-1)«9(6) ■= 2K.lim 2, ^^ 

Si Ton augmente m d'une unité, on trouvera de même que la quan- 

, J 2iK' 
tite s sera augmentée de - — j— ■ , et qu on aura : 

2p+l 

m-fl 2iK' 

2 (-l)-+W= s (-»"(+W-+(«+2^î)>» 
et si Ton pose m = 2s — 1 : 

p . rd s vp(s) 

lim Z m (-l)^(s)^ 2iK'. lim ^s^-~. 

p t 

Si Ton pose ici vp(s) -= 2 a (— l) n 9(s), et quon substitue la limite pré- 
i 

cédente de cette expression, on aura enfin: 

P P 2 'i Clg^fS) 

limi n 2 1 . (-l)-+-9(s) - 4iKK'. lim 2, J? 8 -&-<---&, 
ii ii (2p+l)' 

Ri! P+ 1 -,* r \ 

2 2 d e 9(s) 

et de là: lim F(p) — 4iKK'. lim^ S 9 -^r—rrrâ- 

i i (ip-f-l)* 

Maintenant on a pour des valeurs infinies de p: 

,. , x ,. , 1 -^ am s 

lim 9(s) — hm ( *-. ), 

e si n am £ 

et de là en différentiant deux fois de suite par rapport à s: 

,.,*,. ,. / 2 (l-fcos 2 am£).z/am£ N 

hm dï9(s) — hm (-„ — v —g ). 

ST £ 3 sm 3 ams 

^ „ .2 (1-f cos 2 am t).Jam s .,-..,„ 

Or lexpression -« r- s — reste une quantité finie, réelle 

r s 3 8in 3 am s ^ 

ou imaginaire, pour toutes les valeurs de m et de n depuis 1 jusqu'à p, même 

quand p croît indéfiniment. Car sin am s ne peut disparaître qu'avec s, 

x . A .. ,2 (l+cos 2 am s) .z/am s 

et alors on trouvera: hm ( « — r~i ) = o. et 

s 3 suram £ 

2n 
(l-j-cos 2 ams)z/am£ ne peut devenir infinie que dans le cas de lim ( , :) s o^ 

.. r 2m-L (l4-cos 2 ams).^/ams 

hm (r, — :-J=l, donc hm s = îK , et alors on aura : hm( •— - -« ) •= ik. 

2p-fr sm 3 am£ 

Donc la limite de d^C 5 ) sera toujours une quantité finie. De là il suit que 

pour des valeurs infinies de p la limite de la série -2",. - — — sera une quan- 

i 2p-f-l 

P4-1 P+l ,2 . . . 

2 T d & 9(£) 
tité finie, donc aussi la limite de la série double -£ r 2 S ----- . Donc 

ii (Zp-j-lj- 6 
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P+J P+ 1 ,2 f x 

2, ^ d s 9(s) 



enfin la limite de la série 2 r 2 a ■— — a sera zéro, ou : lim F (p) = o. 

î 1 l^p+U 
On a donc: 

/ 2nK+(2m-l)iK\ A / 2nK+(2m-l)iK\ - 
sinam( j—-r- ).z/am( ^—— ) 

y J 1 U f . n „ +I „ 2 P+ 1 2 P+ X 

k 2p+i?r l ' " _ u . . , ,2nK+(2m-l)iK\ 
f PT s,n*am(^)-sin*am( 2p+l } 

- S S (-1)»+- 2nK+(2m-l)iK' 

i"i Bl j ' u 2 -(2nK+(2m-l)iK') 2 ' 
Cette série est convergente en vertu du théorème 5 du paragraphe 
précédent, puisque l'expression: 

2nK+(2m-l)ÎK' ^ ^ 2n 



u 2 -(2nK+(2m-l)îK') 2 

2n_ 
2m- 1 



K -f iK' 



(2m - 1K( 2iï ,I( 2^T K + iK ^) 



tend vers zéro tandis que n croît indéfiniment pour toute valeur de m de- 
puis 1 jusqua oo et pour toute valeur du rapport •-- — depuis zéro jus- 
qu'à l'infini, et de même tandis que m croît indéfiniment pour toute valeur 
de n depuis 1 jusqu'à oo et pour toute valeur du rapport - — — - depuis zéro 
Jusqu'à l'infini. 

Si l'on change le signe de i, on aura de même : 

i,2nK-(2m-l)iK\ A / 2nK-(2m-l)iK\ 1 
1 ^ (mm 8,nam( «p+ i ) ^ M,c -^ +r- )l 



1 S ( n .«» 2nK-(2m-l)iK < 
,» !^- lJ • U 2_(2„K— (2m-l)iK') 2 ' 



En substituant les limites précédentes dan» les équations (1) et (2) on 
trouvera les fonctions sinamu et cosamu développées en séries infinies: 

us • 2u (" 1 i 

(4) a ° M "-i|f %H(2m _ 1)ar + 

00 oo / l l \\ 

+ f » f ■(— 1) \ u 2_(2„K+(2ni-l)iK') 2 + u 2 -(2nK— (2m-l)iK')V } ' 

,^ 2i (" / „„ (2m-l)iK' , 

(5) cosamu - y j ^ (- 1)-. wa+(2m _ 1)2K , a + 

_4_ v Ç , ».,./ 2nK+(2m-l)iK' ' 2nK-(2m - l)iK' \) 

"*" T° 7" { Vu a -(2nK+(2m-l)iK') a u a -(2nK-l2m - l)iK')V /' 

7 
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Si Ton veut chercher de la même manière la limite de iamu de 
l'équation (3), on aura des séries divergentes. Une telle est en effet en vertu 
du théorème 4 du paragraphe précédent la série double: 

" " - 1 V* ( 2 "K+(2m--l)iK' _ 2nK - (2m— l)iK' \ 

-. -■(- D" ^_« " : (2nK+(2m - Ï)ÎK')« u 2 - (2nK- (2m- 1)ÎK')V ^ 



00 00 



(2m-l)(u 2 +(2nK) 2 +((2m-l)K / ) 2 ) 



— o:iT' V "V / i\m 

• -»-»^-^ • u 4_2u*((2nK) i -((2ni-l)K') 2 )+((2nK)«+((2m -DE') 2 ) 2 ' 

Car tandis que n croît indéfiniment, l'expression 

n(2m - l)(u 2 +(2nK) a 4-((2m— l)K') a ) 



nf(n,m) — = 



n 4 — 2u a ((2nK) 2 — ((2m-l)K') a )+((2nK) a +((2m-l)K') ï ) î 



E-îK-^T-J+'^+^'M 



v 2n 
tendra vers la valeur: -- — *- — \ pour des valeurs finies du 



K-+ (¥/*•)' 



2m— 1 
ra PP ort ~~2rT ' 

La forme oscillante de cette série saute aux yenx, si Ton pose u •= o. 
Alors cette série deviendra: 



/ (2m-l)K' \ 
V 2K / 



oo go 9m — 1 i oo oo 
2iK'_!. 2 (— 1." — = — -_-* 2 f- 1." • 

T i •(2nK) 2 +((2m-l)K0 2 K,"," 1 lj ' . /(2m-l)K'\ 2 



A.S (.n- / _ ________ 



,2m- 1 K 

q _... . (2__=ÏJK"' 



00 1 tu 1 -{-e~^ 7Ux 1 

où Ton remarque que: ^-—^ « -. — --- - -., et qu'on 

tcK' 
pour abréger : e == q. De plus puisque : 



(-D ra 



_;■ — - = — 1 + i — i ~f~ f — •••~ = ~"ï. la -érie précédente deviendra: 
oo i4_ n 2m-l 



x . 2m- 1 n 2K' 



Or la série: ^(-l)™— Li — -—-- — * -f --^ A --L^- -f . . . 
1 _ q 2m-l 1 -q 1— q 3 1-q 6 

est une série oscillante, puisque ses termes pour des valeurs infinies de m 

s'approcheront alternativement de + 1 et de — 1. En vertu du paragraphe 17 
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I 

K' 
la partie réelle du rapport ~- est toujours positive, donc le module de la 

_ 7ÇK' 

fonction: q= e K est toujours plus petit que l'unité, et q m tendra vers 

zéro pour des valeurs infinies de m. 

Mais l'oscillation de la série double de l'équation (3) est annulée par 

l'oscillation de la première série de la même équation, dont l'oscillation est 

produite par le facteur (-l) p . Or pour faire disparaître cette oscillation des 

différentes séries de l'équation (3) et pour n'avoir à faire qu'avec des séries 

convergentes, on développe en série l'expression 1 — 4 amu au lieu de /l am u. 

Si l'on pose u = o dans l'équation (3) on aura: 

(2m— l)iK' 

1 ( - 1)P f 1 4-** A m ( 2nK >l 2i * ( H- " " 2p+l ) 

smam( ----) 

,2nK+(2m-l)iK\ ,2nK— (2m— 1)ÎK' 
cosam( ^- ) cosamC —^ ), 



- JL * * ( 1)m f .. 2 P-y ; 2 p+ x ._ \ 

2pf ïT , 7 ,nl ' \ . ,2nK+(2m-l)iK\ . ,2nK— (2m- l)iK\) 
sinamC ^f- ) ■"■■*( ^pj ) 

et de là: 

(6) l-^ m „^ ( -^{l-^ m (^_)j- 

J ( 2nK 
2p+l • \ 2p+l 1 _ k28 . n8am( 2n_K m u 2p+l f 



•^(-D^aM-^). 



2p+l' >+l' 

(2m-l)iK\ / (2m-l)iK\ ,(2m-l)iK'* 



8ïnam ^"iF+r )cosam( "^fT ) ^"îjrH") 

' -2 ( u \ •<* r (2 m-l)iK\ + . r (2m-l)iK \( 

- «^i4.(_i ) -/^ am (-5 :7 ) . 
2p+-l i , ( 2p-hl 

2nK-M2m-l)iK\ ,2nK-H2m-l)iK\ ,(2nK-|-(2m-l)iK' 

sin am( — — ). cos am — j— ) cos am ( — — ) \ 

2 p fl 2p+l | 2p + l j 

. 2 / u , . , / 2nK+(2m~l)iK\ " 1 " . ,2nK+(2ra-l)iK'~ | 

2i * A , __( A , u ^ 

Jam(- — — ) . 






1 2 P +i ■ \ mv ' \ l 2 P +r 

,2nK-(2m-l)iK\ 2nK-(2m-l)iK' 2nK-(2m-l)iK' 

8ln am ( __ - 2 _ r _- ) , co sam( .. ___ ) cosamC ^ - )| 

., , u x .„ ,2nK-(2m-l)iK'. + . ,2nK-(2ra-l)iK'J 
8,n am( 2pTÎ ) ~ 8m " arn( 2pTl ~~~ ) S ' nara( 2p"+ï > ] 



* 
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8(-l)'.n» * . 2pK 8p+r 2p+l' 

(2H-1)3T- <2p+l>- ^,.^,2^.^ u 

2p+l 2p+l 

.(2m- 1)ÎK\ 

__«5Li ( . ir C08am( ~¥+r - ) 



sin 2 aml 



. l 2p+l j l 2p+l' 

8,nam ^2 P Ti)~ 8,nam ^2 P Tr _ ' 

,2nK+(2m— 1)ÎK' 

- -**-* i ( _ 1} - C ° Sam( » P+* } 

(2p+l) 3 .°i^ . ,2nK+(2m— l)iK' ' 
s.nam( ^ > 

8in * am( _JL_) / 2n K+(2 m -l)iK \ ^^pTi* 

_u_ a 2p-fl n a 

. V l-1 Stp+1 1 _ 

•* / n % -2 ,2nK+(2m— l)iK\ 

8,n am( 2 P TI ) ~ 8,n am( 27+î— _) 

,2nK— (2m — l)iK', 

• _^!_ * * ( _ n „ cosamC 2p+l— > 

8,namC — Vh — } 

8in3am( 2 P TI ) . , >K-(2,n-l)iK\ 1 - Z/am( 2pTI ) 

c --sin 2 am( — — ). ^ 

( _a_2 2p+l u g 



. 9 , u , . ,2nK- 2m-l)iK' 
8ln g am( , J — sin 2 am( «— n ) 

2p+l 2p+-l 

Si Ton fait croître ici p indéfiniment, on aura: 
lim ( ! _ ^ am(s4-)) - o, Km ( ?E±I ) = o _ k 

)=oo V 2p+l ,y ' p=oo\ r _ u _^ ' 2 

sinam(- — — -) v 



U„( W.).,. L 

► = oo \ U . / 



( IFh' 



loi 

Nous ferons .maintenant pour abréger: 

_ _ sin a am( 5 -^- T ) l-JamC^r— — ) 

kWam(^). ?E±L_ _ ?E±L 

2 P+* i n ^ a ( n i 1 

A^iî* ,.___ J»e±£ Wl__ - , <„>, 

2p+l t ,2-2 / 2nK . 2 u 

1 — k 2 . sm a am (5—7-7) . sm 2 amf , ) 
2p+l 2p+l 



p 



9(n) 



et nous chercherons la limite pour p =- 00 de la série: 2 n/ _ , . 

1 (2p+l) 3 

Or ç(n) est une quantité finie pour toute valeur de n depuis 1 jus- 

p ç( n ) 
qu'à p, même si p croît indéfiniment. Donc la /limite de la série : 2 B 

$ 9(n) 

r n (2 P +D 2 

plus de la série ^ n ( , s , sera zéro. 



sera aussi une quantité finie, donc enfin la limite de 2 n (c) L , et encore 



1 '(2p+-l) 3 ' 
Considérons maintenant la limite de la série: 



(2m — l)iK\ 

1 C ° 8am l-2^+i 

(2p+l) 3 ' . r (2m-l)i KV 

8,nam ^^Ffï-> 






sin*am 



(2pTï) . , r (2 m -l)iK' , * ~ ^ am ^2pTl ) 
— E sin 2 am ( — - — r— — J . E 



s U ^2 V 2p+l J ' , U x2 

, l 2p+l J S+1 J 

. 2 r u . . 2 , (2m-l)iK\ 
S,n am ^2p+ï)"" Sm am ^ 2p+l } 

Or on voit que les premiers termes de cette série, tant que ~ — j— ■ 

tend vers zéro, tendront vers les premiers termes de la série: 

f (~ ** ( 2m - l) iK ' • «.- (( 2m - 1) KO" 6t ° n P6Ut dém0Dtrer ' ^ U 
même manière que plus haut pour les séries des fonctions sin am u et cos am u, 
que la limite de la différence de ces deux séries est zéro. En effet, 
si Ton désigne cette différence par F(p), et qu'on pose pour abréger: 
(2m — l)iK' 



2p+l 



= s, et 
sin 2 am(- , ) l — iara( 



2p+l' . VH' 

sin 2 ams . 



cosam s v 2p-f l 7 v 2p+l 7 1 1 = ,* 

sin am e * . u x . „ s / u \ 2 *2 

8in am( 2p+ T* " 8m am S %+ï* 



on aura: F(p) - £ ra (- 1)-. ^~pjj3 • 
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La fonction ç(e) a une valeur finie pour toutes les valeurs de m de- 
puis m == 1 jusqu'à m — p, même si p croît indéfiniment. Car si 

sin 2 am (— -T-.)-sin 2 am s^o. il faut qu'en même temps on ait: (x — — ) -e 2 =o, 
2p-fl <*pi-l 

u 
et alors on trouvera: Q(s) ■-■=-■ o; si smam s --■= o, et ô""TT ^ a s > °ù a ^ 

2p+l 

une quantité finie ou zéro, on aura de même ç(e) ■= o ; enfin cos am £ ne 

o 1 

peut devenir infini que dans le cas de lim ( ) = 1, donc lim s *= iK', 

et alors on aura: 



lim ,(.)-_ -^ r - 

Donc la limite de ç(s) sera toujours une quantité finie. De là il suit 
p o(e) 

que la limite de la série: ~ m ( — l ) m . n sera une quantité finie, et que: 

i ^p+i 

lim F(p) = lim 4 H 1)^-^,-;, = o. On a donc: 

,(2m--l)iK\ 

)(2p+l) 3 7 raC l) ' . r (2m-l)iKV 

'* ^Fl) ., r (2m-l)iK' ^^"^ 

— * — sin'nm I 1 - 



sin 2 am( — - — r — ). 



r u \2 2p+l ' /- u \a 

%+t J l 2p+t' 



H27+ï)- 8,nam (-2pTf ) 



_ v ,_ 1)m i i ._!?, n „ î i 

. m ' ' (2m-l)iK'"u 9 -((2m-l)iK') a "iK'7 ' "2iii-1uH(2iii-1)«K* 
Cette série est convergente en vertu du théorème 2 du paragraphe 
précédent, puisque la quantité: r -. g ■ — ——^^ tend vers zéro ten- 
dis que m croit indéfiniment. 

Nous considérons enfin la limite de la série double: 

,2nK+ (2m- l)iK' 
P P « cosam( -^— ) 

." .'" V '•(2p+l) 3- . ,2nK+(2m-ljiK' • 
8inam( ^pj-— ) 

8i ^Eï ) - sin* am (^^ . ^^ 
r _u_ 2 2p+l „ « 

. %+î ; Sip+V 



. s , « x . 2 ,.2nK-f(2m-l)iK'. 
8mam ( 2p+ 1° ~ 8ID am ^ 2"pTl^ " _) 
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2n 2ra-l , x 

Les premiers termes de cette série, tant que _ y. et , tendent 

vers zéro, tendront vers les premiers termes de la série: 
p ,p i 1 

T n T m ( "" 1)m ' 2nK-t-(2m— l)iK'* uM2nK+(2m- l)iKÔ** 
Or la limite de la différence de ces deux séries est zéro. En effet, 
si Ion désigne cette différence par F(p), et qu'on pose pour abréger: 
2nK+(2m— DiK' 



2p+l 



s, et: 



sin z ams. 

(--—Y 1 ( - ) 2 

cosame v 2p+r v 2p+r 1 l = . 

sinams * . 2 u . 2 s" u 2 2 

sin^am (-— - -) — sm^ame («— 7",-) * 6 

2p+l 2p+l 



P_ JL Ç(S) 



o»«F(p) = ^ m (-l)».^ i)3 . 

La fonction ç(s) a une valeur finie pour toutes les valeurs de n et 
de m depuis 1 jusqu'à p, même si p croit indéfiniment. De là il suit que 

v f 9( 6 ) * 

la limite de la série— „ — m (—l) m .— — —- -_• sera encore une quantité finie 



it enfin que: lira F(p) -= lim -„ - m (— l) m 75-^—773 =0. On a donc: 



(2p4-D 4 

(2pH-D 3 

,2nK+(2m - l)iK\ 
t cosam( --y- ) 

in) L_.. ii(_ir- — p+ 

n )(2p+l)»-,'," 1 l) • . ,2nK+(2m-l)iK' • 
{ 8.nam(---- 2p+l - ) 

8in8am( «_) >K+(2m _ 1)iK ^ 1 - J ^2j+ ^ 

r sm a am( ■ . , ). ■ 

u a 2p-f-t u 2 

. Vh _£p±l___i 

. , u ."„ >K+(2 m-l)iK\ ( 

BDUD ( 2p-f 1° ~ Mn an,C_ ^"2p+ï } ' 

0O 00 1 1 

-=-- 7« 7 m( "~~ 1)m - 2nK+(2m— DiK' ' û 2 "^2"nK-f(2m -7)ÏK') 2 ) ' 
Cette série est convergente en vertu du théorème 4 du paragraphe 
•écédent, puisque tant que 8 < 2 l'expression: 

.1 + 8 



(2nK+(2m— l)iK / )(u 2 -(2nK + C2m~~l)iK / ) 2 ) 

1 



*»-»(«+ («!■-'.,«) .((£>'- (K+.^-W) 



104 

tandis que n croit indéfiniment, tend vers zéro pour toute valeur de m depuis 

, . J . 2m— 1 , 

1 jusqua oo, et pour toute valeur du rapport — 9 — depuis zéro jusqua 

l'infini. 

Si Ton change le signe de i, on aura de même: 

2nK— (2m-l)îK\ 

( i p p C08am( 2^Tï } 

l(2p+l) 3 ' i'i m } ' . ,2nK-(2m— l)iK' ' 
( smam(- —^ ) 

sin'am f^ ) 2nK _ (2m _ t)iK , l ~ J ^%^ 

l-^-)* 2P+1 (--?-)• ) 

%+i } : Vm__L 

8in*am f^) - sin'amC - - ^ ) > 

OO 00 1 1 



2nK— (2m - l)iK' # u 2 -(2nK-(2m-l)iK') 2 ~ ' 

Si Ton substitue ces valeurs dans l'équation (6), on aura: 

2u 2 °° 1 1 

(7) 1 -z/aAu = --*!,. 3, (-1)». 



K' * . m ' " 2m— 1 * u a + (2m— 1) 2 K' 2 

00 00 . 1 1 

• ,-,-1 ' •«2nK+(2m-l)iK' , u 2 ~(2nK+(2m-l)iK0 2 



DK+(2m-l)iK''u 2 ~(2nK+(2m-l)iK0 î 
1 l 



2nK— (2m- l)iK'' u 2 -(2nK-(2m- l)iK') 2 

On peut mettre les formules (4), (5) et ( 7) sous une forme plus com- 
mode en décomposant les termes généraux des séries: « 

(8) sinamu - y | %( B+ { J_ 1)ig < + u _ (2n |. 1)iK ,) 

00 00 / 1 1 

T i n . ' \u+2nK+(2m-l)iK'^u-2nK-(2m-l)iK' T 

, i , i y. 

"*" u+2nK- (2m— 1)ÏK' " 1 ~ u— 2nK+(2m~l)iKV( ' 

(9) cosamu = - -i-IS. (— 1) m (— -— — tt^; - • , * fl vv ) + 

k(i \u+(2m— l)iK' u-- : -(2m — l)iKV 

~ . n « ml } U-|-2nK-f(2m - 1 )iK' u - 2nK - (2m - 1 )iK' 

1 ___ + \ \\. 

u+2nK-(2m-l)iK'^u—2nK+(2m-l)iK7r 

(10) 1 - ^am u = i{S œ C-l)-( u+ ^h)ÎK'- û W-T)iK- (2^1^)^ 
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00 oo / l l 2 

f 2 n 2 m ( - 1 ) n ^ u+2 nK+(2m-l)iK r uA2nK-(2m-l)iK'"2nK-}-(2m-l)iK' " 

1 1 2 \) 

u-f 2nK-(2m-l)iK' " h u-2nK-f (2m-ï)iK' + 2nK-(2m -l)iK7 > 
Mais il faut ici remarquer qu'on ne doit jamais séparer les termes sous 
les signes de sommation à moins que les séries restent toujours convergentes. 

oo. Dans les formules précédentes on peut effectuer une des deux som- 
mations, ou celle par rapport à n, ou celle par rapport à m. Dans ce but 
on commence par faire converger le module k vers l'unité. Alors l'intégrale: 

/x dx , . , /»x dx /l+x\ 

r — ,- deviendra: u = / »= Alognat ( — — ). 

|A-x 2 /jA-k 2 x* J 1-x 2 T * \l—x/ 

u — u ° 

e 



De là on tire: x==sinamu ==■ — — u , cosamu=^amu u _ u . 

e + e e +e 

De plus, puisque u croîtra indéfiniment, tandis que x s'approchera de l'unité, 

on aura K = oo , et puisque k = 1 donne k' = o, on aura : K'= / »= _ . 

J 1/1— -x 2 2" 

o r 

En substituant ces valeurs dans les formules (8), (9) et>(10) du paragraphe 
précédent, on aura: 

a) 






(2) 



2 



■&(-!)- ( *— r '—ï). 

Hi+(2m— l)i. * u-(2m— l)i ; ^/ 



Si l'on pose ici i (u -f- ^) au lieu de u, et n au lieu de m, et qu'on 
remarque que: 

e i(u + £) +e -i(u-f-£)_ 2 cos (u+ x } _ __ 2 sînUî 



e i(u+ ,)_ e -i(u+ ,)_ 2isin (u + *) - 2i cosu, 
on trouvera les formules connues: 

00 / 1 1 \ 1 °° / 1 1\ 

(3) cotgu^^ u+ -+— (n:z ^ 

(4J sinu 7 nl 1J U+n7U u-(n-lW u + 7' 1 lj Vu+nTU^ u-n7u/' 

Avant d'employer ces formules à la sommation des séries (8), (9) et 
(10) du paragraphe précédent par rapport à m ou par rapport à n, on peut 
les mettre sous une forme plus commode à ce but en substituant dans les 
formules (1) et (2) -•_; au lieu de u, et dans les formules (3) et (4) ■ - au 
lieu de u. On aura alors: 
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nu 7Cu 

iamu--o, e 2K ' = — i j/p* e 2K ' = + ■ -r-, e 
et de là: 

(7) i-^ + ^ + ^'-^ + iKpf- 

K { l P ' 1+p l 1 



7TU 

K^ - 


JTU 

-p, e K '= 


'- — 


1 
P' 


n 

p 


i Ç 



P 

2n 
"P 




2n+l ' 
P. 


-lJ 



En substituant cette valeur dans l'équation (6), on trouvera: 
nu 



2K' 7ru n 7tVL n 



(8) i» m u = é|- — + •""*• S -— E + o^-- — E — I" 

K'| TfU .i 7TU i 7TU 

* — -_, 2n — -_^ 2n -=7/ 



1+e * 1+p e * 1+p e* 



4U. Si Ton effectue la sommation des formules du 37 par rapport à n 
à l'aide des formules (7) et (8) du 38, on trouvera: 

n °° ( 1 1 ) 

(1) sin amu = 2 ^5. j ^-ZJ^r^ZÎ^) + ■ ^(u-(2m-l)iKoJ ; 

«n( ÏK ) 8m( 2K ) 

\7t 00 I 1 1 

(2) co 8 amu=- niT? ^ m (-l) m 



2kK i ; I . ,;r(u+(2m-l)iK'k . ^(u-(2m-l)iK')/ 
s.n(- ^ ) 8 ,n( — ) 

,., , . \7f%. ,. i ,;r(u+(2ra-l)iK'\ A ,ff(u-(2m-l)iK'l 
(3) l-^/amu = 2g -2 m (-lWcotg( ^-^ 0-cotg( 2g )- 

-2cotg( -- - 2± - )J. 

On réduit ces formules à des formes réelles en K et K' en remar- 
quant que: 

1 , 1 2 sin a . cos (ib) sin a(e~ b + e b ) __ 

sin(a+ib) sin(a — ib) sin 2 a — sin 2 (ibj sin 2 a+ i( e_b "~ eb ) 2 
_ 4 sina . e- b (H-e~ 2 b ) __ _ 4 sina.e- b (l+e- 2 b ) _ . 4 sin a . e" b ( 1 +e~ 2b K 
4~e~- 2b sin 2 a+(l-e- 2b ) 2 ~~ l-2e- 2b Û-2sin 2 a)+e- lb l-2 e - 2b cos(2a)+e V 

1 1 2 cos a . sin (ib) _ 1 cosa(e~ b — e b ) 

sin(a+ib) sin(a — ib) sin 2 a- sin 2 (ib) i *sin 2 a+K e_b " eb ) 2 

1 4cosa.e- b (l— e" 2b ) 



i , l-2e- 2b cos(2a)+e- 4b ' 



e^-b+gb 

. ,, , ., , A , ..x A ,.,x 2sin Q a.cotg(ib) . 'e~ b — e b 

cotg(a+ib)-cotg(a-ib)-2cotg(ib)= - — 2 -%-pr: = — i • . g , le _ b h ;« = 

sin 2 a— sm 2 (ib) sin 2 a+i(e b -eT 

== . 8 sin 2 a.e~ 2b l+e- 2b 

-1 ' 1— 2e- 2b cos(2a)+e- 4b ' l-e" 21 »* 
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Si l'on pose pour abréger: e K = q, où, parce que la partie réelle 

K' 
rapport -=- est toujours positive, la quantité q, ou, si elle est imaginaire, 

module, sera toujours plus petit que l'unité, on aura: 

2?t . r nn. • (l+q 2 »- l )V r q 2,n:ir 
sinamu= — .sin(— ).An — ; 

kK 2K ■' l-2q«--«.C0B&+q^ ï - 1 > 

cosamu= — r=;.cos (=) . An (— l) m . » 

kK - 2K ' l-2q^- 1 .co8(^)+q 2 < i - 1 ) 

K 2K ' l-2q«-».co8C?)+q«« , - 1 > q 

■• Si Ton substitue dans les formules des deux paragraphes précédents u + K 
lieu de u, on trouvera les formules suivantes, qui donnent le développe- 

nt en séries infinies de : sinam(u-f-K) = — - , cosam(u + K) = 

d am u 

— k'. -— A -, ^am (u+K)=-, . Les formules du 39 donneront 

/j am u Jamu 

rs en remarquant que: 

*m *rfn-L.TT\ 



tf(u + K) nu *(u+K) TCU 



e K = p.e K , e K = — : 

P 
TfU nu. 

5-- = icK {*+."** <-l^-— +•**(-!) ^ „,, 

iama kK/ 1 i nw. i ttu j ' 

2n-l-- K V 2n-l ^i ; 



smarau 



1+p e * 1+p e J 



z/amu kk'K'j " T * ttu ' i" " nu j 

1+p e K 1+p e KJ 



7fu ^ nu r . 

arnu ~ k'K' \* * 7" _*<i ' ~" " ~ *_?}' 



a . 2n— 1 t^i 2n— 1 t-i 

1+p e K 1+p e K 



cosamu 2tt r *ru. * ( l+q 2 "" 1 ) j/"q 2m - 1 

^a m «==kK- C ° 8( 2K ) -T" 1+ - q2m _ lco8( ,u Hq2(2m . 1 / 

sin am u 2tt . ttu » (1— q 2m - ï )}/q 2,n - 1 

z/amû~ kk'K • 8m( 2K } -r mC ~ 1)m ' fJ _ 2m 1 *n , w * 

l+2q 2m - 1 cos (— ) + q 2 ^»- 1 ' 

1 1_jl^L 2( n ^ % ( il. t^ll l+q 2n M 

^u = k'W 8 Wv^ • 1+2q .- Icos( - )+qï(2a . 1) -l- q ^- 
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42. Si dans les formule» (4), (5) et (8) du 39 et (1), (2) et (3) du 40 
on pose u ■{- iK' au lieu de u," on trouvera: 

(1) _. i_ « 4+ _î. K - +e -K'-.| n( . 1)0 _j!^ a _. e K'i o( _ l) „^: 

sinarau K _7ni i ttu i 2 

1-e K ' l-p 2 °e K ' lV"e 

Irtu 
_e_^ +e -^v(-l)«-P— -e^(-l)»-^- 
TTu j 71U 1 7TU ) 

Ue -2K< UeV K ' i- P V É 

7TU 

!--£! 7TU 7TU ) 

e 1 ~2K'Ç _P" ft 2K ; v P° ( . 

_mi +e ? _mi ~° ttu (' 

1-e K '" l-p 2n e K '~ l-pV 

(4) . -i__=.?J_±__LA^/7 u \? IH^S" 

sin am u 



(5)4^ 



« j 1 ■ . /«u\Ç (l-f q 2m )q " 1 

2K) . /«u\ + * 8m W7", 9 «. /mi\ 4m [' 
aa {W ■ 1_2q C08 (ïj" fq 

u ^ > ! 1 , • /™\%, », (l + q 2m )q m 1. 

u" = 2K 77ÏS.X + * Sm (îK^- 1 ^ , ,„ (nu\. im ' 
sin { — J l-2q- n cos^— J -|-q 4 - ' 



,„. cosamu tt ( /Tru-* , . . ,7m .°L . . ,_ q ?m ) 

(6 = — Jcotg(— )H-4sin(^r)2 , m -l)"' 3— l 

sinainu 2K) DV 2K' K'i , „ „ / ^«\ ■ 4 „( 

l 1 - 2q îm co8 (— )+q ' 

et de plus l'équation : 

< 7 > 1 = 2ll 1 - 4 f(- t)m î^i- 

Les deux dernières équations se trouvent de la manière suivante. En 

substituant dans l'équation (3) du 40 u -|- iK' au lieu de u, on trouve: 

4 . . cosamu if* « , , x | r 7r(u+2miK')v / 7r(u-2(m-l)iK' , K 

1 + 1 • ân^T - 2Kr ( - 1)m l COt ^-^k— > COt ^ 2K y 

„ ,7r(2m— l)iK\) 
-2cotg(- 2K — )J = 

. „ ,2q«-mn(-^)-i(l-q«-> 2q«— l '«n(~)+i(l-q«— '») 
^IZLjj-ijmi 5 ± (_ 

2K * " ( l-2q*coe(»£) + q«" l-2q*<— »cos(~) f q«— »» 



'+«■££.'}- 



2q2»sin(^) . ; 2q»l-"«n(^) 



=^U m i-D" — ^ à-u^ ~ ! 4 

£&U l-2q2'»cos( J ^-)+q 4,,, ' l-2q 21 "- ^cos^J+q*!-'» ' 



itt 



2Kl " 'l-2q*»C08(^)-fq<' n l-2q^-"co8(^)+q«^-'> 1 ~ q2 °" 1 ' 

^?l-7 T + 4sin(=-)3»(— 1)-. — ^ V + 

2K, 2 (l-cos(^)) K ' l-2q^co S (f )HV m ' 



, 2(q2"-co8(^)-q*«) 2(q^-"cos(^ U )-q^-») 

+ £^(-D- 1 + H- H £- 

**» « l_ 2q 2n. C Oâ(^)+q 41 " l-2q 2 <"'- I >cos(^ U )+q 4, ''- 1 > 

_ g 4q^-' 

l_q«— l 

Î7T ( /-«iu . . . /-7ru\2! . .. q 2m ) . 

= 2K {^( S )+-»(K)f-<->- 1 _ 2q! . c : (f)+q< .i + 

q^cos(^)-q^ . q2 ( m -.) C08 (| u .)_ q 4, ra -i) 

+ £{ 2^ m (- 1)- ^— +22L(r- 1)-. 



2K ' ^ l-2q*»cos(^)+q< m , °' - ' l-2q«— »co.(Ç)+q«(~H 



K- 

Î7T( 7TU . 7TU " . q 2ra I . 

—« cotg ( 2K )+ 4sm( k ^- l) • 7V^r?^'^J + 

1 - 2q 2m cosC ir ) + q 4m 

XV. 

j 2(cos(^)-l) . ) 

( 2(1 — cosC--)) ^ J 

d'où Ton tire les équations (6) et (7). Nous rappelons ici la remarque faite 

00 00 00 

pag. 105, qu'on ne peut pas faire: ^ (fln) -f" CM) = ^ n f(n) ■+* 2 a 9 (n), qu'au- 

00 00 00 

tant que non seulement 2 a (f(n) + 9(n)), mais aussi 2 n f (n) et ~„9(n) sont 
i i i 

des séries convergentes. Il suit de là qu'on n'a pas: 

^,CRo) + f(n-l)+9(n))— J(o)+S d (f(n) + 9(n)), qu'autant que S. f (n) et 

-„ ç(n) toutes les deux sont des séries convergentes, 
i 

4o. Si enfin dans les formules des paragraphes 39 et 40, on pose 
u + K + iK' au lieu de u, ou, ce qui vaut le même, si dans les formules 
du paragraphe précédent on pose u -f" K au lieu de u, on trouvera les 
formules: 
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!7ta jtu 

1-."*. &-«■ — itî- - **. &-«--£ 
i Tta i 

l-pSn-ie"^ 7 " l-p 2 »- : 

Î7UU / — _ TCU -_- 

e 2K '2(-l)n ^+e 2K J B (-l)«-"- 



l-p^e * l-p 2n "" l e 



smam 
cos am 



u""k"'K'< e •7" jeu 6 -T" rçn >' 

n j l_ , .TTu - (1 + q 2m )q m \ 

C08( 2ÏT* l+2q 2m cos( 1? )+q*" > 

J _^ 7T | 1 

i am u 2k'K\ .7111 
( C08( 2K ) 



iann tt j 1 *ni " (1 + q 2m )q m 

i 2K ; - 1 -h — v g- 

(5) — ^— - ^1^-+*^-^- (t+q 2 ")q "__, 
cos ara u 2k'K% ^u, 2K i , , rt 9m ,mr , , 

l + 2q 2ro cos(— )+q 4 

,_. sinamu n ( ,7fu x , Â . ,7m. % q 2m 

cos am u 2k'K ) ° 2K K i « . n 0m ,7rn , 

< l+2q- m cos(— -)+q 4m 

^"» Si Ton pose dans les formules précédentes 2u au lieu de u et le 
substitue dans les formules (9), (10) et (11) du U: 



sinamu l /-iam(2u) _ cosam(2u) 

cos amu.iamu k' 2 Vsin am(2u) sin am(2 

cosamu 1 , cos am (2u) 



u)/ 



cos amu.iamu sin am (2u) # sin am ( 2u) ' 

iamu l , iam (2u) 

sin am u . cos am u sin am (2u) sin am (2u) ' 

cos am u . z/am u cos am (2u) . J am (2u) 



sinamu sin am (2u) sin am (2u) ' 

sinamu. //amu 1 cos am (2u) 

cos am u sin am (2u) sin am (2u) 

sin am u . cos am u 1 / 1 z/ am (2u) \ 

iamu k 2 \ sin am (2u) sin am (2u) y 1 

on trouvera de plus: 

\ 7CVL 7UU 

_jinamu___ 2n ) - rT % p 2 »-i =r • g2n4 

1 cosamu. Jamu" ~ k'*K' i *~ n _2?ru " e 7 n 2 

' 1 _ p 2(2n-l) #e K' l-pî(2»-l) e 
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xu 

sinamu. z/ amu Kl nu 

l-o" K ' 

JTU TCU 

. " K' ? Pi _ K 1 v 



TCU i TCU 

l-(-l) n p°e K ' l-(-l) n p°e K ' 

7tU 

(8) -r J ^^ ,= * j • -f _±_5i + 

s *namu. cosamu K'I nu 

1-e"*' 

TCU TCU 

+ e~ K'.£(-l)". — P -^-- • «"'.S.l-U* 



TCU i TCU 

1 -p n e K ' l-p n e K ' 

TCU 
/ — — r t TCU 7CU 

/ix cosamu.iamu 2tc) e K , ~ £«% p 2n £' « p 2n 



sinamu K'j 2tcu i 2tcu ' i 2tcu{ > 

1-e K ' l-p 4n e K ' l-p 4o e K ' 

TCU 

/--v sinamu. ^amu tc 1 t e K 

cos amu K' I TCu 

l+e"K r 

TCU TCU \ 

00 n 00 « J 

-e K3. >- — +.*.* 



TCU i TCU 

1+C— l) n p°e *' l+(-1) n p n e È ' 

TCU 



8ïnamu.cosamu tc ' * K 



. _v 0*H C*U1 U • UUO «III u 7 1 



iamu k 2 K'j* _tcu 

1+e *' 

TCU 7TU 

- *"*£ (-1)» P- + t*.~2. (-1)» 



l+p n e *' l-f-p n e K ' 

... sinamu 7T / ,nu^ . . . ,7nu °L , ,. q ra 

Ç c-^^^-n = 2k^i tan ^2K ) + 48,n( K ^T^-^ --— -V„-77 
A l+2q»cos(— )+,«■ 

. . cos amu n f ± ,7ra s , . . ,ttu *" 



«n amn^^ = 2Kl C ° tgC 2K ) + 4s,n ( K } f m. , , ; 

K 



l-(-l)».2q'»cos(^-)+q 2 «» J 
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!rtu nu 

i 7CU i 7tU 

l-pS""^ K ' l-p^e^ 

ÎTUU , 7CU / 

.-^k-ty—^. + e^.f n (-l)»-J^4- (; 
i ftU ,1 TOI j' 

l-p^->e~ K ' l-p 2 " -1 ^ 

l 7ÎU _ — »U ,- -• J 

sinamu _ « V"^ » K p 2 °~ J _ e iîë 3 Vp""' (. 
W co 8 arau""k'K'< e T" _«u e # 7' 7ra>' 

' l-p 2n_1 e K ' 1-p*— «e K ' 

(4) ^ amn » f _1. l , _,»«n * (i+_q 2m )3' 



cos am u 



p 4n " l e " l-p in -'e J 

2k L,™ï 2K T "i4.a«*wî!?»+«i-l ; 



1 cos( 2^) l+2q 2m cos(— )+q* 



(5) — »— - 4J^ + 4cosAl(-.)".-MÔ- 
C ° 8amU 2kK (cos(g) 2K ' H^cos^+q' 

,_. sinamu 7T ( nu. . . «ti " . q 2ra 

(6) ■= ^-{tang(— ) -f 4 sin (-^r)-Çn(-l)» * 

cos am u 2k'K ) ° 2K K i , . ft 9m nn . . 

I l+2q- m co8(— -)4-q 4m 

44, Si r on pose dans les formules précédentes 2u au lieu de u et les 
substitue dans les formules (9), (10) et (11) du U: 



cosam 



sinamu t /^/am(2u) cosam(2u) \ 

mu.iamu k' a \sinam(2u) sinam(2u) / 



cosamu 1 , cos am (2u) 



cos amuJamu sin am (2u) sin am (2u) ' 

iam u 1 , iam (2u) 

sin am u . cos am u sin am (2u) sin am (2u) ' 

cos amu.iamu cos am (2u) , J am (2u) 



sinamu sin am (2u) sin am (2u) ' 

sinamu. z/amu 1 cos am (2u) 

cos am u sin am (2u) sin am (2u) ' 

sin am u . cos am u 1 / 1 z/am (2u) \ 

J am u k 2 \ sin am (2u) sin am (2u) / ' 

on trouvera de plus: 



l 7t\l 

-/e .^ — 



* ' A "™i iOrri V e • ^"*n n. "" e ••**r 



cosamu. z/amu k' a K') ' i" 2ffu " T" 2ffn(\ 
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7UU 

( cosamu % ) . . e ^ , 

sinamu.^/amu ~~~ K'| 7tu 

1-0 K ' 



+ e K U 2 ---e K '.2„ 



7UU 

1— (~l) n p n e *' 1 -(-l) n p n e K ' 

ttu 

smamu. cosamu K'i ttu 

1-e"*' 

7UU 7CU 

+ e~ *. J„(-l)". £__ .*. i(-i)- — ÉL_ 

i 7CU i 7CU 

1 -p n e K ' 1 — p n e K< 

7CU 
/ — — ; 7CU 7CU 

/J% cosamu.iamu 2tcj e K . ~ 1F>% p 2n ~k' ?• P 2n 



(5) 



sinamu K'j 2tcu i 2tcu ' i 2rcuf » 

1-e K ' l-p 4n e *' l«p 4n e K '' 

Xu 

sinamu.^amu TC ) i _ e 

cos amu K' j ttu 

l+e"* 7 

7CU 7CU \ 

- e~Ki £ — + ."^.i • 



v sinamu.co8amu tc ,. 



7CU i 7CU 

1+C— l) n p n e K ' l + (-D n p n e K ' 

7CU 



iamu " k 2 K' |* _tcu 

1+e K ' 

7Ca 7TU ^ 

- e *.2. (-1)» P + e K '.2 n (-1)» 2 

l-fp n e K ' l + p n e K ' 

q"L 



smamu n [ ,n\x. . . . .nu. v 

V cosamu. z/amu 2k' 2 K< ° 2K K i „ lft m ,7ru N , 

A l+2q ro cos(— )+q*« 

cosamu n { r nu. . thk * q ra ) 

(8) g ina m u.^a m u = 2Kl COt « ( 2K ) + 48in( K ) f" 1 , „ m , , ™, J 

l-(-l) m . 2q ro cos(— )+q 2m ; 
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Le logarithme de ce produit sera une somme: 

log F(p) = 4 log (1 — k 2 sin s am(- 2 -^) . sin^nH^-y-^). 

2nK 
Puisque ici sin am ( . ) reste fini pour toutes les valeurs de 

— — j—r depuis zéro jusqu'à l'unité, et puisque sinam(- — — ) tend vers zéro 
2p+l 2p-|-l 

en même temps que 9 , , on aura pour des valeurs infinies de p: 

lim log F(p) = — lim S n k 2 sin 2 am L , « ) . sin 2 am(—— rr) = 
i * 2p+l 2p+l 

. „ 2nK . „ u 

sm 2 am( , ) sin a am( ) 

- - k 2 u 2 lîmi ?£J"-- ^"- = 

■ n (2p+l) 2 u « 

• 2 / 2nK ^ 

n 8in z am(— — — ) 

= -k*u*lim^ -lEdtl. 

k u . B (2p+l)« 

2nK 
Or sin am Ci — j— ) est une quantité finie pour toute valeur de n 

2 P+ L 2nK 

8ip2am( 2p+I ) 



P 



depuis 1 jusqu'à p, même si p croît indéfiniment, donc lim ^ n — . 

i ip+1 

sin*am( . J 
sera aussi une quantité finie ; donc lim S n — iiY â"""^ °> on ^ m logF(p)=o. 



Donc enfin H* F(p) = l» m JI„ (1— k 2 sin 2 am (^^-).sin 2 am(-^--)) = l. 

p=oo p=ooi ^P"T"1 ^PT*1 

Duvera: 
, 2miK\ 



p=oo - p=ooi 2p-f"l 2p+l 

De la même manière on trouvera: 



.2miK;. 



cos^am (--.--) r 



m( 2^+ï ) 2raK' 

puisque la quantité: 9 y — ^am(^ -y— , k') reste finie pour toute 

C08am( 2 P Tî ) P 

valeur de ~ — y— depuis zéro jusqu'à l'unité. 
^P+l 

De même on trouvera encore: 

2 r 2nK N 
. cos*am( , ) 

«m JïJl-k*. f±±- . rin«im(r^)) = 1, 
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2nK 

_ «*"*2ÏÇ0 2 „ 

puisque la quantité: * „ reste finie pour toute valeur de , 

depuis zéro jusqu'à l'unité. 

Enfin on aura de même: 

a ,2miK\ 
cos*am(=— y— ) x 

?M 1 -»- "^Sé • 8in2am( 27Ti ) ) - '• 

,2miK' N 

008 am< -2p+T 1 
puisque la quantité: , — „., reste finie pour toute 

Jm %tf ^ am( 2-p+P k) 

2m 
valeur de - — 7— depuis zéro jusqu'à l'unité. 

2p+l u 

p sin*am( , X 
Considérons maintenant la limite de la série: JT n (l- ** „ ). 

2n 
Les premiers facteurs de cette série, tant que Q , t tend vers zéro, tendront 

p t u 2 ^ 

vers les premiers facteurs de la série: JT„^1 — 7^- ^J» Or on peut dé- 
montrer que ces deux séries ont la même limite pour des valeurs infinies 
de p. En effet si l'on désigne par F(p) le rapport de ces deux séries et 
qu'on pose pour abréger: 

« rr « lsin 2 am(— -,--) . 
^K _ £ 1 \ 2p+l'__1 _ 

C 2nK ; V C 2pf Y 
on aura: FCp) = JT n (l— (g-q-y) 2 . ç(s)), et de là: 

log F(p) - 4 log (î-(-JL-) 1 . ?W). 

1 2p t-1 

Or 9 (s) est une quantité finie pour toutes les valeurs de n de- 
puis 1 jusqu'à p, même si p croit indéfiniment. En effet sinams ne peut 

1 1+k 2 

disparaître qu'avec s, et alors on aura : ©(s) = . — - — . 

l 2nK 



Donc on aura: 



litn log F(p) = - u* «m ^js^rk . 
p=oo p=°° « l*PTi) 
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Puisque <p(£) est une quantité finie pour toutes les valeurs de n depuis 1 

p ©(s) 
jusqu'à p, la limite do -5, - , sera aussi une quantité finie, donc la limite 

P m(s) 

de ^11/7,7^-^2 défendra zéro, lim log F(p) = o, lim F(p) — 1, ou: 



.0*P+-l) f 



sin 2 am(- — j— ) 



2p-t"l 

La dernière série de facteurs est convergente en vertu du théorème 

„ , ofl . l-{ 8 t u N 2 , u N 2 1 , , , 

6 du ob, puisque: n . \^r ^) '■= (ô£p) • 7~* ten( * vers zéro pour des 

2nK. 2K. nl-o 

valeurs infinies de n, tant que 5 < 1. 

Si Ton pose 2n — 1 au lieu de 2n on aura: 

8in J am(. — ) ^ 

lim A.(i *L+ _* ) = 7T„(1 - ( r2 -^=) a ). 

p=» i v . 4 , J2n-lKK y i v (2n-l)K J 

8,„-am(- 2 - +1 ) 

De la même manière on trouve: 

s,nam( 2FFî ) 

,2mK' 



„ ..,. sin a am(- — p-r, k') 
2miK' ^ 2p+ 1 

( 2p+l , ~ . ,2mK' " 



puisque: sin*am(jj— ^j) = ~ïT~W l ne P eut disparaître pour 

coAm(- ^, k') 

2m 
aucune valeur de m depuis 1 jusqu'à p, à moins que . ne disparait, et qu'alors: 

2p-f-l 

i ( sin2ain( 2pTï ) 1 1 | 



l - ( 2miK' )( %+0 8m •■ m( jffï) , %+J ' 

i \ i_ 81 " tam( 27+ î ) ^"^JV k, ( 

, , , u ,g),2mKV " u s ' " , 2mK' ^ 

1 + ( 2mK^ V+ï* f 2p+l ) "'""'jH^ 



tendra vers : — 



'2p+l' '*p+l' "™ "">+] 

1 1 4- k /a 



1 + f U ) 3 

Si Ton pose 2m- -1 au lieu de 2m on aura: 
sin-*am(r— r -) «, 

lim hjil - - —ÏP'-— ) - W m (l -W;,- -Vk^ )• 
p=oo i v . „ / (2m-l)iK\ y i v (2m— 1)K # J 

8,0 am( 2p+l } 



Nous considérons maintenant la limite de la série double: 



. „ ,2nK+2miK\ 
p ,. 8lnam( 2p+l } 

ii . * t U 

8inam( VH ) 



. a ,2nK + (2m-l)iK\ 
8ln * am( __ ) 



Les premiers facteurs de cette série, tant que les coeffîcientsr-jj-r et 



2p+l 2p+l 

tendent tous les deux vers zéro, tendront vers les premiers facteurs de la série : 

l - ( 5 ) 9 

TT h — 2nK+_2miK' ' 

V 2nK+(2m— l)iK' J 
Or on peut démontrer que ces deux séries ont la même limite pour 
des valeurs infinies de p. En effet, si l'on désigne par F(p) le rapport de 
ces deux séries, et qu'on pose pour abréger: 

2nK4-2miK' 1 l*" 8 ™ ( 2pTÏ ) 1 1 



Wm''» 1 * ( 2D+r 



8in B ani( s — .— : ) 

, fP+i _ 

. , .2nK+2miK' n a 

on aura: F(p) = JT. JT m ^ • ! 

1 - ( 2nK + ûrtV> 8lnaam( — +1 ) 

" . , , 2nK+(2m-l)iK' , 
8,nftm( 2p+l > 

p p l -<ïïtf % - «* 
=-= il rr _ z EJli . 

Jx n • lx m 



De là on trouvera: 
log P(p) - *. i„{ lo g (1 -(^) a . <P(0)-log(i-( 2 ^)%( £ - 2 -^)) } 

Maintenant ç(s) est une quantité finie pour toutes les valeurs de n et de m 
depuis 1 jusqu'à p, même si p croit indéfiniment. En effet sin am s ne peut 
disparaître qu'avec s et alors on aura: ç(s) = ^. . 



Donc on aura: 



1 "" ( 2nK+2miK' ) 
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v ?(^)-^- 2HTf 



) 



^-^.^ (2p+l) a ' 

ou puisque: Km (ç(s)— ç(e - «— rr)) = lîm (^-TT- d 6 9 ( s ))> 

p=oo zp-|- 1 p=oo /p-j-1 

lin» logF(p) =-iK'u« Mm j n j p ds9(6) . 

p=oo p=a> i i (2p+l)* 

Maintenant en différentiant la fonction <p(e) si l'on pose pour abréger*. 

l . 8in a am(- , 1 . I 

, 1 1 J v 2p+l C08am6.^/am6 \ 

r a }* - 1 ) 6 ' r p ta sin s ame (' 

1 l 2p+l' s*' { 2 P +V 1 

on trouvera: 

^2n-l-l-' " e» 

d 6 <po) = p „ „ . . <p(e) + *m = 

l 2p+l^ ' s* 

U2nK+2miK') a -u a )(2nK+2imK'r Yl ' 
et on aura donc: 

lim loi? Ffnl = 2iK'u* " m \ : 2 2 ^ — 

P =co 10glJipJ ' !USlU p=»<(2p+l) a 'î' , T"((2nK+2iniK') 2 -u 2 ).(2nK+2miK') 

Or en vertu du théorème 3 du 36 la série: 

pose pour abréger •-- = a, l'expression: 

1+5 1+5' 1+5 2+5+5' 

n . m a . m 



((2nK+2miK') a -u a ).(2nK+2miK') (4m 8 (aK+iK') a -u a ).2m(aK+iK') 
^ 1 

/2-5 S s 

l-5-ô'( -3 iK' ) 2u« /K iK' \ 

.— m 

tend vers zéro pour des valeurs infinies de n et de m et pour une valeur quel- 
conque depuis zéro jusqu'à l'infini du rapport — = a, à condition qu'on choisit 
les quantités positives 5 et 5' telles que 5 -f &' < 1. De plus ç(e) est 
toujours une quantité finie. De là il suit que la limite de la série: 



V 9( £ ) 



/ . n, ((2nK + 2miK') 2 -u 2 ).(2nK+ 2miK') 
sera aussi une quantité finie. Donc: 
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lim \— l — V 2$ _.._?W I _ 

p =oo t(2p+l) 2 . n . m ((2nK H- 2miK')*-u*). (2nK+2miK')( 

La quantité 4K e ) reste toujours une quantité finie, réelle ou imaginaire, 

ir toutes les valeurs de n et de m depuis 1 jusqu'à p, même si p croit 

2o 
Sfiniment. En effet siname ne peut pas disparaître à moins que - , 

r-fT tous les deux ne tendent vers zéro, et alors 4*( 6 ) tendra aussi vers 

2 P +1 A ... 2n 

d ; et cos ame.iame ne peut pas devenir infini à moins que , ne tend 

2m ., . . . cos am e . J am e 

8 zéro et r- ■:— vers 1 unité, et alors r~5 tendra vers zéro. 

2p+ 1 sm 3 am e 

qc 4>( s ) reste toujours une quantité finie. De là il suit que la limite de 

p p 4)(e) 
série double : ~ n 2 m — - T - -~ sera aussi une quantité finie, donc : 

, * * $M _ 

oor n r m (2 P -i-i) 3 ~~ °- 

Donc enfin on a : lim log F(p) ■=■ o, lira F(p) •=* 1 , ou : 

p=oo p=oo 



. 2 V U 

8in z am( 



1 



2 P +r 



. 2 ,2nK+2miK' _ , u ,■ 

, hh 8in2am( "lH-T- J -^ 1 " ( -2nK+2^ ) 

ooii . „ f U i i U .2 

_ _^ 1 «^+ï) ! - ( 2oK+(2 m - T)ÎK' ) 

te dernière série est convergente en vertu du théorème 9 du 36, puisque, 

Ton pose pour abréger - - = a, et si 8 et 8' sont deux nombres po- 
s tels que 8 + 8'<l, l'expression: 



1+8 l+8'(/_ u \«__ / u \a ) 

n m HsnK+SmiKV \2nK+(2m-l)iK',/ )' 

1+8 8+8' t 1 _t i_ 

a - m W +"*<)* lmirJ _ t1 1, :ir ,, 2 (" 



u" 
4 



(aK+(l--)iK<,* 



1+8 8+8' m 1 4m' m 



(aK+iK') a . (aK+(l - 2 ~)iK') a 

1 K' 2 
(1 - --) . ±- - iKK' 
1 4m a 



4 - 1 — 5-8'' 2-5 , _ , \K\ 2 ,_ . , t 1 ! iK' 1 
m a (K+-) (K+(l — — ).— ) 

a 2m a 7 

i vers zéro pour des valeurs infinies de n et de m et pour une valeur 

lconque du rapport — — a. 
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Si l'on change le signe de i, on aura: 

sin a am(- — r— ) 
j 2p-H 



. , ,2nK— 2miK\ , / u \i 

8m , am( ___ ) • - 1 " { 2nK _ 2mïK >) 






p=oo i " i " . rt r U i " i / U \2 

1 " , " ( 5Ff.l ) 1 " ( wa-tfg j 



. a ,2nK - (2m— l)iK\ 

8mam( 2p+ï } 

Si Ton pose 2n — 1 au lieu de 2n, on aura: 

. o f u 
x 8inatu( 2p +î> 



. ,(2n-l) K+2miK' , r u ,, 

_ 8 ' nam( 2p+ï ) 1 ^(2 n-l)K+(2 m -l)iK i) 

. 2 , (2p-l)K+(2m-l) iK\ 
8mam( 2p+I } 

sin a am(r— j— ) 
l 2 P +! 



. , , (2n-l)K-2miK \ ■ / a \* 

81naam( __) '-( (^DK^m-n gj 

. , J2n-l)K-(2m-l)iK\ 

8mam( 2p+l) - } 

Si dans les deux dernières équations on change entre eux n et m, 

K et iK', et qu'on renverse les fractions, on aura: 

u 
sin a am(-— .— ) 
! 2p+l 



. 2 , (2n-l)K+(2m-l)i K\ / n \» 

Hm /j jfr 8m am( 2 P+ 1 L h n '"((^-DK^m-DÏK-J , 

J1 n Jl m jx b - ,x m , va) 

p=oo il • 2 / U A » ' i / U V 

8>naam( 2p+ï ) 1 -l 2nK+(2 m -l)ig ) 

. a ,2 nK-+ (2m— l)iK\ 
8mam( 2p+ï } 

t _ 8inaamf 2pT"i) 



. , ,(2n-l)K-(2m-l)iK' 
sin«am(- 

Hm JTJJ,,, 

D=00 II . « 

sm^ami 
1 



K-(2m-l)iK' / u__ \» 

2p+l } _" * "V(2n-l)K-(2m-l)iK7 

A 2p+ l J \2n K - (2m — 1)\K'J 



. , / 2nK-(2m— l)iK' 
8in * amC _..____.) 
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Si l'on multiplie les deux dernières équations avec les deux équations 
précédentes, on aura enfin: 



•s e u v 
sin z am(- — — ) 

x 2 P-J -1 

\ r (2n-l)K+2miK' 

P p 



. a , (2n-l)K+2m iK\ / u V 

""* 2pf1— j • - 1 -(( 2n-l)K + 2 m .K'J 

'^SÎp+P 1_ \Wtf(2m— DiKV 



p=oo 11 . „ " 

1- . % , 2nK+(2m-l )iK\ 
8,nam( 2p- h l } 

sin2am ( 2 P Ti ) 

" . t ,(2n-l)K-2miK\ / u V 

^«^p+7^ - £ ^ U-l)K-2 m iK'; _ 

Jx n Jx m — Jx n ,x m , x c 

p=oo il • » / U \ » ' i / U V 

8,n am( 2lH-"ï ) . l -\2nK^ûm=T)ÎK>) 

~ . „ ,2nK-(2m-liiK\ 
8inamf 2P+1 - } 



En substituant ces valeurs dans les formules (1), (2) et (3), on aura: 

i u \ a 
2 , . 1 + ( 2nTK' ) 



OO / *> \ oo 

(4) sinamu — u.JTJl-r—-) J.JT, 



l + ( - ) : 

^ V (2m- 1)K' 



U 2 U 2 

1 — ( - ) 1 — ( - ) 



TT U 2nK+2miK' 2nK - 2miK 

• xx n "m 

' ' i _ ( H )3 i _ ( _ 

2nK+(2m— l)iK' 2nl 

(5, cosamu^l-C^^)*).^ 



l+( 5_) 4 



i-( ? y i_f u v 

r " V(2n-l)K + 2miK7 \(2n - 1)K- 2miK7 

1 - ( 5__ V 2 i _ ( J 1 ) * 

V2nK-t- (2m— l)iK7 \2nK - (2m- l)iK7 



■ i 



(6) -/amu=iT m . 

' 1 + f - )* 

^ (2m— 1)K'^ 

U 2 U vî 

Tt Tr - ~ (2n-t)K+(2 m— D iK^ 1 ~ f (2n— t)K— (2m- DiK' ) 

• •**n -* x m _ 

l 2nK-f(2m — l)iK'^ 2nK- (2m- l)iK'' 

On peut réduire ces formules à une forme réelle par rapport à K et 
K' en remarquant que: 
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( 4_< î+ib ) J-V- ( ^ie) ) / +(jL) ïy 



Les équations précédentes deviendront alors: 
(7) sinamu =u. JT D Cl — (ir^.) )■ ", 



OD 00 
JI„JT. 



^ l (2m-l)Kr 

■'' r ■'+<^■''+€^>•■^<-Sr) , )" 

(8) cosamu = Tl n (\ - ( " )* ) . A., ! . 

■ V (2n-l)K / i . n .a 

" t "\2m-l)K' ; 

''■■■' + <5±^)- ' >+<7ra'° ' ('+^7 ' 

(9) i»nm = JT B „. 

T \2m - 1)K'' 
1 . r »+(2n-l)K a , , u - (2n - 1 )K^2 / , , 2dK . « \« 
- " "*~ ^ (2m- 1)K' - 1 1-1 " ( (2m- l)K' ; V I " K (2m-l)K ,J ) 

' ' ' ' * i 4. ( tt + 2nK -,* ' , , , u-2nK a ' / (2n-l)K t\« ' 

^ V (2m - 1)K'' 1_n (2m— 1)K' ' \ " r \2m-l)K"' / 

De même à l'aide de la formule: 

a + ib a-ib ( 1+ (.l)*) a 



on peut mettre les formules (4), (5) et (6) sous la forme 
(10) sinamu = u . JT„ (l - (-^) )•«. 



• + <Œ>* 



' + <ïrâ>* 



*n Ji m 



n-f-2 m ÎK ' a _ u-2miK' a / (2m-l)K' a\« 
__?nK____ l 2nK ^ V i " 1 2nK ' / 



. . . ,u-H2m-l)iK'V ,u-(2ra-l)iK\a 



i-l- \-~ ) l-(- 



2nK ' v 2nK 



00 / \ 00 4 

(11) cosamu=JT I1 (l-(— ^— ?).II m -. 

i V (2n— 1)K / i , u a 

"*" k (2m-l)K' ; 
u+2miK\a _ ,u— 2raiK' a /, , , (2m-l)K\ a\ a 

ff ff ( (2n-l)K J * l (2n-l)K ; V 1+( 2nK J ) 

(12) ^amu= JT œ . 

' i+( H ) 2 

^ l (2m-l)K' ; 

n+(2m— l)iK' 2 u-(2m— l)iK' 2 / (2m-l)K' 2\* 

£ tf C (2n-l)K J C (2n-^l)K J V l+l 2nK ; 7 
' i n » m u+(2m-l)iK' 2 ' u-(2m— l)iK' 2 '/ (2m-l)K ' 2\*' 

1 2nK ' l 2nK ' \ " t " l (2n— 1)K ; ) 

46. Dans les équations (7), (8), (9), (10), (11) et (12) du paragraphe 
précédent on peut effectuer les multiplications par rapport à n, ou par 
rapport à m. On commence alors par faire converger le module k vers 
zéro ou vers l'unité. Pour effectuer les multiplications par rapport à n, 
on fait dans les équations (7), (8) et (9) le module k converger vers zéro; 
alors K convergera vers Ç, K' croîtra indéfiniment, sinamu convergera vers 
sinu, cosamu vers cosu, et iamu vers l'unité. Les équations (7), (8) et (9) 
donneront alors les formules connues: 

00 00 e\ 

(1) sinu = u.JI B (l -(-V); cosu = iT n (l-(— -5— ) 2 ). 

i nxc i (2n — 1)7C 

Avant d'employer ces formules aux multiplications par rapport à n dans les 
séries (10), (11) et # (l2) du paragraphe précédent, on les met sous une 

7UU 

forme plus commode en substituant — au lieu de u. Elles deviendront alors: 

/0 . 2K . f 7t\X " U 2 7CU. * U 8^ 

(2) ST Sm ( m ) = I f" il - ( TnK } }i C08( 2K )= -?" (1 ~ ( (2ii=ï)K ) * 
Si Ton effectue maintenant à l'aide de ces formules la multiplication par 
rapport à n dans les séries (10), (11) et (12) on aura: 

, , f _u_.» . f 7cM-2miK') 

2K . nn. " "^mK'' u f (2m- l)iK' 8 "^ 2K ' 

s.namu - — • sin(— ) . il. p a . -—^^gp-.-—^— j— . 

1+( (2mTÎ^ ) 8m( 2K } 

. ,7r(u-2miK'k . ,,it(2m— l)iK\ 

u~(2m-l)iK' 81D( 2K } (2miKQ» Sm C 2K > _ 
* n-2miK' ' . ,7c(u-(2m-l)iK')/((2m-l)iK') a ' . af 'T L 2miK', 
8m( 2K } Sm (_ 1Ë~ } 
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_2K . r! m. « Mn( 2K ~ ) - 81 " ( 2^— ) 8,n ( — 2ÏT) 

^' 8ln ^2K^' ,"". TC(u+(2m-l)iK'L . x(u-(2m-l)iK') ' . „>r.2miK' 

8,nC 2K hanl ~2K } 8m l_ hT ) 

tt(u +2miK') 
xu " 1 w(u+(2m-l)iK0 L 2K ' 
cosamu ^ co 8 ^.J7 m ——„—,• — « '. x(u+(2m-l)iKV 

^^^ Sm( 2K } 

g(u-2miK') . , / g (2m— l) )iK\ 

g(n-(2m-l) iKQ C ° 8 l 2K J f 2K y 8 S ' M 2K "' _ 

2K " w 7r(u-(2m-I)iK'):^(2nT-l)iK'' ' „,it . 2miK\ 

8m( 2K > C08 C_ 2K - * 

,w(u+2miK') N ,tf(n— 2miK'), . „»r(2m-l)iK / , 

V 2K . . ,;r(u+(2m-l)iK'V . ,7c(u-(2m-l)iK') .' . * . 2miK'. ' 
,,„(_ ._ k ._... ).»„{- — — ) «os'(— ^- ) 

. £ 1 ;r(u-|-(2m-l)iK' ■ ,7r(u+(2m-l)iK'L 
J ». u - II m ——j—. ■ 2K— ~ • C °* ( 2K - "•>• 

ff( u-(2m-l)i K ; ) 7 r(u-(2m -l)iK0 2K * 1 

2K • COtgt 2K~ " ''Mim-DIKT " ,^|2m-l)iK\ 

COtg( 2K — 

Maintenant on a: 

sin(a+ib) . sin(a-— ib) _ sin 2 a . cos 2 (ib) — cos Q ii . sin 2 (ib) 

sin 2 (ib) sin 2 (ib) * 

^ ___ sin 2 a(e b +e- b )' z 4-co9 2 a(e b — e~ b ) 2 ^ l-2e- 2b (cos 2 a-3in 2 a)+e- 4b __ 
(e h — e- b )" 2 " "" " " (1— e~ 2b ) 2 " 

_ _ 1-2e- 2b .cos 2 a + e- 4b 
(l-e- 2b ) 2 ; 

cosfa + ib) . cosfa — ib) cos 2 a.cos 2 (ib) — sîn 2 a.sin 2 (ib) _ 

cos 2 (ib) * cos^(ib) 

__ co8 2 a(e b +e- b ) 2 +sin 2 a(e b — e~ b ) 2 = l+2e- 2b Cco8 2 a-8in g a) + e~ 4b __ 
(e b -fe- b ) 2 (l + e- 2b ) a "" 

__ l-l~2e- 2 b . co S 2a + e- 4b > 

~~ (l+e- 2b )' 2 

cot g(a4-ib) . c otg(a- ib) _ 1 + 2e- 2 b . cos2<i + e~ 4b A — e~ 21 \ 2 
cotg*(ib) ï — 2e~ 2b . cos 2a -f- e~ 4b ' M -f e~ 2b ' * 

Donc, si l'on pose pour abréger, comme plus haut, e K ~ q, on aura: 



12? 



l-2q 2 «.co8(^!)-fy" 



(3) an an, u = — s.n ( ^) . JT B — — — — , \j— ^-) , 



l^q^.cos^+q 2 » 2 -' 1 
K 

H-2q^.cos(^)+q 4m 



(4) cosamu- cos (— ) . JT m — -[T4-^~~J ; 



K 



(5) ^a m u= JT m 1 .(ï+îc*)- 

47. Pour effectuer dans les équations (7), (8) et (9) du 45 les multiplica- 
tions par rapport à m, on fait converger k vers l'unité dans les équations (10)* 

(1 1) et 12). Alors K croîtra indéfiniment, K' convergera vers —, sin am u vers: 

e u — e~ u 2 2 

— cosamu et z/amuvers: — ; — — . On aura de s là lçs formules 



connues : 

m e'-e- _ • A ^W L_-£ 1 

e +e l+(- — — ) e + 1 + (—=5 — ) 

Avant d'employer ces formules à la multiplication par rapport à m dans 
les séries (7), (8) et (9) du 45, on les met sous une forme plus commode 
en substituant — , au lieu de u. Elles deviendront alors: 

7CU 7TU U 2 7fu TCu 

' 2K' e^-fl"^ °° ^U^ ft 2K'4-e ""2K 7 « _ 

{2) %u ?tu _fru , ra u 2' 2 M 1+l (2m-l)K'' > 

e 2K' +e 2K' +( (2m-l)K' ) 

En employant ces formules les séries (7), (8) et (9) du 45 deviendront: 
nu tcu 

2K' e^'-e"^ co u * 



si n am u 



•"■('-(tSt))- 



i itu nu i v v 2nK 

7t(n-f2nK) x(u+2nK) it(u-2nK) _z{u-2uK) 

2K' e 2 * -e 2K ' 2K' e " ** -e 2 * 



* 7c(u-j-2nK) ' 7C(n+2nK ) TC(u+2nK)*TC(u-2nK). 7C(n-2nK) rc(n- 2nK) ' 
e 2K' +e " 2K' e 2K' +e 2K' 

TC.2nK iC.2nK 



/ «.2nK e 2K ' +e «' \'^ 
V 2K' " lt.2nK ic.2nK/ ™ 



e «' -o "*' 
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TCu 2iwrK ïtu 2n£rK ttu i 2n?rK a 

_«' 1^""^ ^ l-ë'^Tr* 7 l- e ""K r 7e^ ) l+e" K ' ( 
n ' _7ru* i n 2n/rK reu * 2n7rK reu ' j _l n ^Ç(' 

i+e'ï 1+ 7 K' #e K' 1+e K< #e K' r!_ e k' 1 

cosam U ~ mi mi ^ ~ ( (2^Î)K )2 J * 
e 2K' +e 2K' 

TC(n+(2n-l)K) 7c(n + (2n-l)K) 

^ 2K' ~ 2K' 

2K' e — e 



7T(u+(2n-l)K)' 7C(a+2nK) 7U(u + 2nK) 

2K' , ~ 2K' 

e +e 

7r(u-(2n-l)K) 7r(u-(2n-l)K) 



2 K' e ** -e 



2K' tt 2K' 



7ï(u— (2n-l)K) ' rc(u-2nK) 7r(u-2nK) 



e 2K' + e 2K' 

7T.2nK 7T.2nK 
/ 7T(2n-l)K e 2K ' +e 2 ?' \ 2 

# \ 2K' ' ;r(2n-l)K 7r(2n-l)K / 
e 2K ' -e 2K ' 

ttu (2n- l)7rK _7ru (2n-l)7rK mi / 2n7rK 

2e"" 5 "' £ 1-e K ' .e K ' 1-e K ' . e K ' ) 1+e" 



_7ru *i 2dttK ttu ' 2n;rK ttu'j (2n-l)7r1 

1+e K ' 1+e K ' . e" K ' 1+e K ' .e K ' ' 1-7 K ~ 

7T(u+(2n-l) K) 7r(u+(2n-l)K) 

e 2K' +e , 2K' 



amu = 



7ru 7Tu " i D n(M + 2nK) 7T(u+2nK) 



e 2K' +e 2K' e 2K' +e 2K' 

7t(u— (2n— 1)K) nr(u -(2n -1)K) n . 2nK tt . 2nK 



2K' + e 2K' . 2K' +e 2K' y 



2J1- \2 



7T(u--2nK) tt(u - 2nK) ' \ 7r(2n-l)K yr(2n-l ) 'iL 

e 2K' + e 2K' e 2K' +e 2K' 

7ru (2n-l)^K 7tu (2n-l)7rK nxx 4 2dtcK 

00 j 

.iln- 



"2K' « 1+e K' . e * ' 1+e K ' .. e K ' )l_+e ~ K '" 



ttu" i _2n7rK 7ru " 2dtcK ffu ) (2n-l)7uK 

K 7 " U— K 7- fi' «,„ Ë* - "K 1 



i ' ) (2 D -1)1 

7 rij- ft ^ 



1+e K 1+e K .e * 1+e *' .e* ' 1+e 

ttK 
Si l'on pose ici comme plus haut : e — p, on aura enfin 
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7TU TCU TtU 



... . 2K' 1-e K ' " l-p*.e K ' l-p 2 ".e K ' J+pV 
3 sin am u = . . JI„- - v - — . v - — . (■—*.) 5 

l +e ""K" i+pfc.r^ l+p?\e* 



7UU 7UU 7TU 



m 2e 2K ' ^l_p2n-i. e K ' l-p2n-i.e K ' ,l+p 2n .a 
4) cosamu-= . II n *- . - . (- — *— - - ) ; 

_7UU i 7TU Tttl V l — p-in— 1/ 



7TU 7UU 7CU 



(5) Jarau -= . II n v . — l -? . ( % n J . 

l+e"^ 7 " l-fp 2n .e"^ l+p 2n .e~K' 

4o. On peut facilement trouver le produit des facteurs indépendants de 
l'argument u dans les équations des deux paragraphes précédents. Ainsi 
si Ton pose u — K dans les équations (3) et (5) du 46 on trouvera: 

l „ ±5 jt (±±9 ï C 1 1 } 

1C* r"^lH-q*— lJ 'M-q«- ' 

k' = il f — q — ï 

Si l'on pose u = K -f- 'K', on aura: 

1 ik' 

sinamu = — , cosamu --■= — --•, 

TCK' 7TK' 
,TCu. ,i*K\ e _2 K"+e 2K " q*+q~^ 1+q 
" (jg) = C0S (« ) = 2 ~ — S ~ = 2^q' 



81 "2K/ ^ 2K ' 

ttK' tcK 



.1 t 



,tcu. . ,i*K\ e 2K -e 2K q 2 -q* i(l-q) 

cos(--)^ -sm (- 5k )« - = ~ jf" - ~ -ïf-> 

_tcK' rçK' 

,*ik r i7tK'. e K +e K q+q-' 1 + q 2 

C08 (_p ra _ cos (-^ ) _ ..- _ J_JL = _ __L., 

1 — 2q 2 ».cos(!^) + q 4m = 1 + (l + q^q*— 1 + q 4m = (1 + q 2m -') (1 + q 2m +'), 

IV 

1 _2qî»-l.co8(^)^-q !! l 2 "'- , ^=l+(l+qV m - 2 +q' ( * ,n - ,, =Cl+q ?,, '- 2 )(l+q ,!o, ), 

IV. 



7T11 

l + 2q«-. cosC^) + q 4m = 1 - (1 + q«)q*— « + q 4 ™ — (t - q»— l )(l - q 2m+1 ), 

TI n (l-2q ï *CO.@ + q«-)- JT.(l+q ta - 'KH q*-+>)=. y r^Jl+q'- 1 ) 8 , 

i n i l j-q i 



1Ô0 



mi 



U^O-Sq»— *. C0 8 (^)+q î < î »-»)=Jï 1I1 (l+q*»-*)(l+q*») - 2JI. (l+q 2 -)«, 



1 



K 



Jl B (l+2q*-. cos(^)+q te )=iT n (l-q^-'KI-q^* 1 )- ^--^.(l-q*- 1 )* 
i li. i i — q i 

En substituant ces valeurs dans les équations (3) , et (4) du 46 on 
trouvera: 

— = — — JT r ^ q i ( q ^ 

k 2*VV «■M+q*- J 'M— q*» J \ 

— =- 1 TT (Z— 1— 1 

k "4W f-M+q* ' ' 
De ces équations on tire: 

- i_ q «— i ■__ xl ^ q 

• T nl l+q 2 - J ~ 1A ' 

Les équations (3), (4) et (5) du 46 seront par là réduites à la forme: 

iV ,-V.,^)+ q - 

(1) sin amu = - ^ . sin ( — "> . Jï m — , 

(2) cos amn = -t -^-r^ cos (=) . JT n — » 

Fk 2K ' l-2q^.co 8 0+q^-') 

. l+2q«- I .cos(^)+q 2 ( 2 - 1 > 

(3) z/amu,== ]A' . JT n 

' l-2q2'»- 1 .C08(^)+q î < 2 — *> 

De même si l'on pose u =-- K dans les équations (3) et (5) du 4 

, TCU 7UU 

on trouvera: e K =*p, e K = — , et: 

P 

i „■??' 1 -HP n ^- ^p*" 1 ff+pV- 

7* ' ï +p ' i " 1+p 2 ^ 1 ' l+p2n-l ' M-p 2n ' 

-'25 1 n f i-p 2n -y r i+ P y 
k i = IKp u * +P 2n i+p 2 - 2 r i+p 2n y»_ 

• 1+p' i n l+p2M'i-(-p2 n -rl l+p 2n-lJ — 



00 14-n2n 4 



7TU 7tU 71U 

l'on pose u = K + iK' on aura e K = • — p, e K = , e 2K 

■ — ij/p, et les équations (3) et (4) donneront : 

1 2K' 1 + p » l+p 2 °+' 1 + p 2 - 1 r l+P 2 \ a _ 

k 7C * 1 - p ' . " 1 — p2«+l * 1— p*»-l ' ^l-p2»J . 

_ 2K' • , 1+pfr-y f i+py 

- — • . B M-p 2 - lJ "M— pV * 

V_n^P_ rr 1 +P 2n 1+P 2 - 2 f l+p* ^ a _ 
k — 1-p . ° l-p 2 »+» * 1— p 2 "- 1 " M-p*- 1 ' ' 



De là on tire: 



- / i+p«- \»_ « 

« / 1 + p^ y lA' 

.Ml-p*-^~ IKk.vv 

- / i + p» \»_ j/k' 

.-ii+P 2 » 1 ;-^' 

lesquelles formules on peut aussi déduire des précédentes en changeant entre 
elles les quantités k et k', donc K et K', q et p. 

En substituant ces valeurs, dans les équations (3), (4) et (5) du pa- 
ragraphe précédent, on les réduira à la forme: 

7UU TCU 7CU 

l i-e"^ 7 " l_p*e~"K - l-p 2n e^' 

(4) sinamu = ttt • •■"■ • 1 

7 j/k tcu i 7CU tcu 

l+e"^ l+p 2 'e~~~Ë' l+p 2n e^' 

7CU 7TU TCU 

yv e"^ » i_ p 2.-i e ~^' t _ 2.-i e F 

(5) coeamu = — - — -. — . .il. - . c , 

lA-l^p -™ ' _*? 5? 

1+e K ' l+p*e K ' 1+P 2 " e K ' 

7t\X 7tVL 7UU 

(6) iamu= i i— . zr-J^n — — . — — . 

l+e K' 1+p2 „ „"* 1+p 2. e K« 

4n. Des développements précédents des fonctions elliptiques en produits 
d'un nombre infini de facteurs, on déduit les logarithmes des fonctions ellip- 
tiques développées en séries infinies. 

Si l'on sort des formules (3), (4) et (5) du 46 on trouvera: 

9* 
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log8inarau=log(-^) + logsinf^.) + 2S m log (l-q 2 «"- 1 )-2^Jog(l-q 2 '»)+ 
+ S m log (l-2q 2 "cos(*£)+q<°)- ilog(l-2q*^». C08 S + q* 2 — '>); 

7TU °° °° 

log cos am u = log cos( — ) + 2-2 m log (1 - q 2 ™" 1 ) - 2 J^ log (1 + q 2ro ) + 
&]\. i i 

+ | n log(l+2q 2 '»co8(^-)+ q*»)-| m log (1 - 2q 2 °-l cos (^) + q 2 < 2 -'^ : 
log^arou=2-5' m log (1— q 2 """ 1 ) - 2 S m log (1 +q 2 --') -f 

1 1 

+ ^«log(l + 2q 2 —»c08(^) + q 2 l 2 — 1 ))-5 1B log(l-2q 2 — »co 8 &+q 2 l 2 »- 1 )). 
1 il i & 

Or on a pour des valeurs réelles de x plus petites que l'unité, et pour 

des valeurs imaginaires de x, dont le module est plus petit que l'unité: 

log(l+ X ) = x-èx* + lx 3 -ix*+...= -l ^^-°.x», 

i n 

log(l-x)=-x-£x 2 -ix 3 -ix 4 -. ..= -.£„ -L.jf, 

> n 

log(l+2xco8*+x 2 )-log((l+xe iô ')(l+xe- i *))-log(l+xe iô ')+log(l+xe- i *)- 

- x(e i» +e -iVèï 4 (e 2i *+ e" 2i *)+ ix»(e 3i * + e" 31 *) - 

— 2(xco 8 a-— 4x 2 co8(2Ô')4-ix 3 co8(33 , )- . .)= - 23, — - . x-cos (n&), 

î n 

log (l-2xcos#+x a ) — 2(xco8ft+£x 2 co8(2ô-)+ Jx 3 cos(3d')+ . .)= -2S„-.x»co8(n»), 

1 n 

De plus on a: 

^x«-i-x+x«+x»+. .= ~i i m x 2 »=x a -f x 4 +x 6 + .. • = r^ . 

i l-X' 6 1 1 — X 

Donc on aura: 

oo oo oo ( 1\n °° ( 1\n n 2n 

2 loff (l4-n 2m )=— 2 2- — n 2mn = — 2 - - —2 • 

i iin in 1— q* n 



oo oo 1 oo 1 fl2n 

— ( 



OD 00 00 I 00 1 fl* u 

S loff (1— a 2ro )= — 2 2 — n 2mn = — ^ — —^ 

i îin in 1— q Jn 



i iin in 1 — q Zn 



2n' 



oo oo oo 1 oo 1 

2 loff fl — n 2B, -M = — 2" 2"— nl 2n| - , )n == _- < 2 _ - 

S m log (l + 2q 2 "co8&+ q 4m ) - - 22 m 2 n ( ^ . q 2 -. cos (~ U ) 
i iv iin iv 

Ç(— 1)° q 2 ° ,nxu 

= "-V"n--ï=qï' C0 " ( K )î 
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li'log (1 - 2q2»co 8 (^) + q«-)« —2% %— . q 2 -». co 8 (^ U ) - 
1 Ji iin K 

. „^. 1 g 2 " .nTîu 

£log(H-2q*-> coiS+q*»--*')--*^— • q<2-"».c08(-" U ) = 

' Ji. I I D ii. 

%> log (l-2q2»-' cosC^ 1 ) + q 2 ' 2 »" 1 ') - - 2^ ^ — . ql«— »■. cos(~ U ) = 

-= - 2^ n — . — ^ .cos (~ ). 
i n 1 — q in K 

Ces séries sont convergentes, puisque q, ou le module de q, est plus petit 

que l'unité. De là on trouve de plus: 

?. log d-q 2 -)- f log d-q 2 »)= -f - • ^ + f - • ^ - 

= _"_L q°d-q") ^ . .$ i g° 

7" n • 1-q 2 » 7"n * 1+q" 5 

oo oo oo 1 ri n œ f — 1 \ n cfi n 

2 n log(l-q 2 -<) -^log(l+q 2 »)= -Z a ~- r 9 --&+- L 7T"T a ïïi 
i i in 1 — q i n l — q 

» 1 q n (l— (— l) n q n )_ % 1 q" 



i n n ' l-q 2n 7 n n * l+.( - l)v' 

oo ^oo oo 1 n n oo f.l^n n n 

r mlogU q J -mIog(l-hq ; T u n •l-q 2n ^T n n ' l-q 2n 



7 oo 1 n 2n-l 

9^ ± 



7 É 2n-l" 1 _ q 2l2n-l»' 
J m log(l- 2q 2 "'co8(^)4- q 4m ) - B' m log(l-2q 2 »- 1 C08 S + q 2 < 2 "-l>) = 

- 2 ?7T+? C08( T ,; 

f m log(l + 2q 2m co S Ç)+ q 4m )-S m log (l_2q 2m - 1 cos(^) + q 2 ^" 1 )) = 

S m log(l+2q 2m - 1 cos (™) + q 2 ( 2m - 1 ')-l' m log(l-2q 2m - 1 co8(^) + q 2 l 2 »-")= 
. % 1 q 2 "-' J2n-l)7ru 

En substituant ces valeurs on trouvera: 
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(1) logsinamu = log(— ) + logsin (— ) -22 n ~ • jTl^C 1— cos(— )) 

.. ,2K . . . ,mu « l . q n . a ,nTCu 

= log (-) + logsmC^) - 4^ n - . -^ . sm*(--); 

(2) log cosamu= logcos (^J — 4 A,— . 1 ^_ ( _ 1) . B • « n ("2k")î 
(8) logz/amu=-8^ ^— [• t-Aa-n - aia *<-— 2K >' 



Si l'on part des formules (3), (4) et (5) du 47 on trouvera de même: 

7TU 7TU 
OTT4 7- 

logsinamu=-log( — )+log(l — e K ') — log (1 + e K ) + 



7T 

+ 2 % log (1 + p 2 ») - 2 J n log (1 - p 2n ) + 
i i 

7TU 7TU 

-I- % log(l - p 2 »e~ "*) + % log(l - p 2 "e K ')- 

I 1 

7TU 7TU 

- 2. log (1 + P 2 °e~ W )-X log(l + p fc e K, ) ; 
i i 

nu 

log cosarau =- ^+ log2-log(l+e~ " gr )+2l I1 log(l+p 2n )-2l p log(l-p 2n - 1 )+ 

7TU 7TU 

+ X log (1 -p 2 - 1 e~ "*)+ ^logd-p 2 »-» e*) - 

1 I 

7TU nu 

- X log (1+ P 2»e~ "*) - % log (i + A 1 "); 

i î 

7TU 

logz/amu - -^+l og 2-log(l+e"~^ r )+2l n log(l+p 2n )— 2S n log(l+p 2o - 1 )+ 

nu nu 

+ fnlog(l+p 2n - 1 e~^ r )+^ n log(l + p 2n - 1 eK i ) - 

7TU 7TU 

- X log (l+p 2n e~ ^ T ) - SjogU+p*^). 
Or on a: 

«> f-lV 11 rv* m oo oo 1 D 2m 

-^-V^flogd-p^-fi-^, 



f io g (i+p 2 »)=-f m ^-ïfs; f iogd-P 2 »)=-f-. ifbcï 



°o ' oo r«1^ m n m oo oo 1 r\ m 

f loga+^-o-f ( -^T^;f»io g (i-p 2 »-«) = -^-. î f pTB ; , 

7TU 7TU m7ru mTflt 

3.log (1+pH K r ) + ^log(l+p 2 "e" lr ) = -^ ( -=^'. r £^fe" ïr -u; » \ 
i i i m l-p"™ \ / 



zru 7Tu m^ru mtfu 

i„ log (1-p* e~ * ) + Wl-p^e^)=- - 3^1 . ^(e^+e"^ ; 

TTu 7TU mm m7Uu m;ru 

* log (l+p^'e-^Alogd+p^'e^)-^^- . ^(e^+l * ) ; 

7TU 7TU m m7TU mflTU 

J B log (l-p'-'e~ * )+f„ log(l-p2-'e^)=-l m ^-. ï ^(^ r +~~^) . 

De là on trouve: 
» » » i p 2(2m— l) 



P 

S 1 



f iog(i+p*)-f B io g (i-p'.-')= fm - . 1 + ( ^ 1)mpm ; 



3, log d+p 2 ") - 2 n l g(H- p 2»-«)^^ 



$ (-!)■ p" 



■ m m ' 1 + p"' 

7CU 7CU 7TU JTu 

f „ log (l-p^e - f )+% logU-p 2 "* T ')4, log(l+p 2 »e~ ^-^.logd+pî'e^')' 

1 1 * 1 



--22L 



„, (2m-l)xu (2m-l)7Cu 



_L_ P^"" / ~~g— I c K—\. 

2m -T 1 _ p2(2».-H ' l e ^ e )> 

ItU 1CU 7TU 7CU 

oo z=7 qo 



^logCl-p 2 -^ K ')+^.log(l-p 2 - , e K ')-3,log(l+p 2 »e K ')-^log(l+p2»e K ')- 

1 III 

m^ru m^ru 

f» m • 1+( _ 1)rap ^ e + e ;• 

TCU 7UU 7TU 7UU 

X log(l+p^ l e"^)4l n log(l+p 2n - , e^)-f n log(l+p 2n e" ^Vfnlog(l+p 2n eK')= 



mTCu m7Cu 

„ ( lira n m / 



oo (-1)> 



i#(- T +-" T )- 



1 m 
En substituant ces valeurs on trouvera: 

7TU 7TU 

(4) log sin am u = log( — )+log(l — e K ) — log(l-fe K ') — 

7CU 7TU 
9TT' i 

-log(--)4-lo g a-e K )-log(l+e K )- 

m .i (2m-l)reu (2m-l)7rn 

2 J_J b^L / e -^— _ e — âF-\ 2 . 



1 



' 2m -r l-p 2 <2»- 
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TCU 



(5) log cosamu ■=» - ôtF,4- log 2 — log(l + « K ) - 



raTCu m7Tu 2 



_ S j_ __ _p m _ / ar_--&r\ 

r m ' l+(- l)™p"V / 

log J am u «■ - J£, + log 2 -log A +e K ' ) — 



mTCu mfa a 

r m m - • i+>\ / 

&"• De la même manière on trouvera des équations du 48: 

(1) logsmamu — log(-|^ k l ) + logsin(— )+2-2«~. y^— . cos (-^— ), 

(2) logco8arau = log(-^y-^ H )+logcos( — >+2^. — • I^T^n- 008 ^ } 

, , . A i -wSn i' A % l q 2 " -1 r (2n-l)7Uiu 

(3) log Jamu-=logyk ê +4 2 n — - . —-J^--^ . cos (——-—), 

7UU 7UU 

(4) log sin amu-~ log j/k + log (1 — e K ')— log (1+e *') — 

(2m-l)7ru (2m-l)7Uu 

■ m 2m— r l-p2(2m-l) -I e + 6 '' 

(5) log cosamn -= log(— *—- -f- ) — ^ - log (l+e K ' ) - 

lA-Vp 

m mffn tn^u 

_ v J_ P /e^K^i "K 7 "^ 

. m m * l+(— l)-p-V /' 

. 7t\\ 

(6) log i.mn = iog(-K*) _ J" - log (l+e" *') - 



V? 

m7Uu ra7Tu 



_co (_l)m _p»_ ,____„ 

r? m • i+p- -I e +e ; • 

•**• En différentiant les formules des paragraphes précédents par rappoi 
à u, on trouvera les séries nouvelles: 

,„, cosamu. z/amu n f r Kll \ *% Q n . / n7ru \) 

(1) sinamu " 2k{ C ° tg <«> ~ 4 f" l+q« ' v"^^ 

,^ sinamu./^amu 7U c r 7^u ^ i * % q n . r n7Ul1 ~\ ) 

(2) cosamu ~ 2k{ *"« fe) + 4 f Ï+HW ' "" H^ ! > 



13; 

, sin am u . cos am u 4?r <», g 2 "" 1 . f( 2n-l)7 ruv 

(3) ZW^ k 2 K T n " ï^q^'-n • 8,n ^ K - J ' 

-^ (2m-l)rçu (2m-l)7uu 

cosamuJamu _ &r j e K __ * p 2(2m ~ n / K 7 K 7 \( 

i4) sinamu " K'} _2jru ^Up^—'V " 6 /l 

K' 



l-e 

7ru 



m7Uu mTCu. 



sinou^amu^ tt ( 1 - e K ' . % p m / K < r^}. 

[b) " cosamiï """ " 2K' l ttu + ^ 7 m l + "(-l)-p-V e ' ' 



i+e K ' 

7TU 



i - _^7 m7fu mTCu J 

(6) •-•-•l u _- c ?i a, " u „ . *_.. ;!.-• . _ . 2 v , ». . P m . ( ' K- ■_" K r \( 



sin am i 

7/ t 



') _ TCU ' i+p m ^ /( 

On peut de là trouver le développement en séries infinies de l'inverse 
des fractions précédentes. En effet on al 

sin am u . iam u 2 sinamu. cos amu é2 sin am u 

cos am u ' Jarau * cos amu. J am u ' 

cosamu.z/amu , „ sin am u . cos am u cos amu 

■ k . 



sinamu _/amu sinamu. ^/ amu 

cosamu. Jamu , sinamu.z/amu _ iamu 

sinamu cos amu sinamu . cos amu* 

Si Ton remarque maintenant que: 

? _ (? . /n7Tn\ » g 2 "- 1 . / (2n ~i )7Uu> \ — 

7" ï+(-l)»q» ' 8m \~Kj . " 1 - g 2 ^ ' 8in V K "7 ~ 

» g 2n . /2n7ru\ , • / g 2n ~ l 2g 2n ~ l \ . /(2n — 1)tcu\ 

S, g 2n . /2n7Tu\ » g 2n - 1 . /(2n-l)^ru\ %, iXb g n . /nrcuX 

= *i+p m [-^)-£i^n M {--K--) -r* ( - iy H-v" n ("K> 

S q" . /nTCu\ „". q 2 — 1 . /(2n-t)lCu\ », ,. q" . /rmu\ 

Ç gO . /nTCn\ • g" . /n7ru\ rt % q 2(2»—D /(2n-l)^u\ 

r» ï+i=" n ( -k j-f HTiy q » s,n v ~K"h _2 f- r-"?^"" • " n (-K— ; ♦ 

on trouvera des éguations précédentes (l), (2) et (3). 

,_, sinamu 7C / .TCu. , t % , ^„ q n . nflrn ) 

(7) ^ -sr^?) tang(--)+4^ n (-l) n . -— p* — . sin (-==-) f ; 

cosamu.Jamu 2k' 2 K< *2K ' i l-fq n K ' 

>samu n \ tfu N t % , „ x q n . ,n7ru N | 

V7J^ " 2K) ™* ( 2K> ~ « ( - 1 ''-i+tiF^T ) 1 ' 

^amn »r r 1 » q 2 ( 2 "-U . (2n-l)lC n ( 

u:cosamu "k| ."'«u, + 4 T n i-q 2 ' 2 "-" ,SlnC K V 



(8) -^° 8 
sin ara 



(9) 

Sin am u . cos am u ivf . rcu N § i — q-'— *' 

sm(-) 

9a 



De même on trouvera des équations précédentes (4), (5) et (6): 

(2m-l)TCu (2m— l)rc n 
sinamu _ 2jc • f_"~L fe ^~ - e~ ^ \ 
UOj cosamu.^/amu - k' 2 K'T" , l-p 2 ' 2 ' n -"\ / 

!7TU 
- K -, nwru mita , 

!+!_^ jl 2 |, 1V . E! /. K' _T K 7 )) 

1 
_ n y 



1-e K ' 



(12) 



52. 



TCU 

mitu mTCu J 



sinam 



/amu _ 5)l+e_ K ; » p « . _-.i 

u.cosamu 2K') ^ttu" 1 " ' 7 m i + p ro \ /(' 



Des formules du paragraphe précédent on tire des développements 
nouvelles en séries infinies en ayant égard aux équations (9), .10) et (11) 
du 11. De ces dernières équations on tire : 

cosam(2u) x jcosarau.iamu 2 sinam u ) 

sinam (2 u) * \ sinamu cosamu.iamu' ' 

^/am(2u) j icosamu . z/ amu , t2 sinamu ) 

sinam ( 2 u) * i sinamu cosamu . ^/am u/' 

1 , l sin am u . 4 am u , cos am u I 

sin am (2u) f cos am u sinamu ,^/amu(' 

Si Ton substitue ici les valeurs des équations du paragraphe précé- 
dent, et qu'on pose - au lieu de u, on -trouvera: 
„_ cosamu % S . ,tfu. % q 2n . ,n^u.) 

(1) suT^^^2K) COtg( 2K ) - 4 f"ï+^- 8m( -K- ) )' 



(2) 



(3) 



//amu _ ic t 1 . % g 2 ' -1 . .(2n— 1)ttu I 

sinamu ~" 2K{ . «u T" l+q*- » " an Q ~ 2K '/' 



8in( 2 g) 



1 
sinam u 2K 



rt f * j_^ T «l 2 °~ l • ,(2n-l)TCu.» 



8in( 2K } 



TCu 

-^i . A , (2m-l)7Cu (2m-l)7ru 



W sinamu K') _7Cu f-l-p 2 -'^ J|' 

1-e K ' 

-^ {2 m-l)rcu (2m-l)icn 

sinamu K't wu "•" T^i+p*— '\ e /' 



(5) 



sin 

ir-e" K ' 
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7CU 



un a 2K'| tcu H T"l+p*-V e * )l 



sinam 

l-e~ K ' 

&*J« Si dans les formules du paragraphe précédent on pose u -f K au 
lieu de u, on en trouvera: 

sinamu n t nu. . % q 2n . ,r\nu.\ 

/« 1 » j l i j v, ,,„ q 2 "" 1 , (2n-l)mi ,( 

(2) ^nT = MJ "~>7 + * f (_l) •ï+q^- C ° 8( ^^ ) ' 
C08( 2K J 

cosamu 2K ) ,ttu n i 1— q 2n l 2K f 

(2m-l)«u (2m-l)mi 

(4) "^ 
cos am u 



(2m-l);ru (2m-l)7ra 

sinainu _ tf % |/p / p 2K r ~_ p 2K 7 "" \ 

;osamu k'K' 7 m l— p 2 ™-* ' \ ) ' 



lj cos am u k'K' î m l +p 2 »-« ' \* i e J ' 



Îm^u mmu 
1 ^ ■ m 1+p 2 » 6 i * 



f „ iuttu m7ru 

1 ' cosamu 2K'( X 1 " 7 n 1-f-p 2 

«*4. Si dans les formules du 52 on pose u -I- IK' au lieu de u, et qu'on 

remarque que: 

. AnK\ i 1 - q AnK\ . 1 + q 

8,n ( «-ï-i • Kq -• cos ( -r } - * • y q ' 

cotg ^(u+iK^ _ 2 q8 in(^)-i(l-q» ) 
2K l-2qcos(| U )+q' ' 

j (l+q)l/q • 8in(g)- «l-q^q. co 8 (g) 



. ,7t(u+iK'k " - ,™K , * 

8m ^ ~ 2K~ ^ 1 — 2q cos ( -^ ) -f q 2 

. / n7T(u+iK') N 1 + q 2 " . ,n7ni\ . . 1 - q 2n ,n*u, 
nn( k — )= -2^-s.n (- ) -f . . — .cost-^), 

et enfin que K, K' et q sont des quantités réelles en m éme temps que uetk, 
on trouvera: 

q.sui(--) 
1) 2 n q n . sm (- )- 



K l^qcos^-f q* 
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(2) - n [ q .«n( 2R , 

l-2qcos(— ) + q 2 

,« *,/-*=. ^-^ (1 ~ q >l/ " q - C03( 2K ) 

(3) 2. Vf '• cos(- 2K - = -■ —=—> 

1 - 2q cos( - - ) -f q 2 
tA\ t TC f 1 — q 2 , % 1— q 2n / n7ri M 



kK i » r OT u « » 'l+q^- 0081 2K ' 

r l-2qcos(-_)-j-q 2 ^ n 



(5) cosamu 

\ 1 — Vn oc\* l 

K 
,7Tu 



(6) 8l namu=- +^,^1. 1_ ; „„(____, , 



(l-2qcos(?'W ,n ' I ' q2 



-2qco8( K )+q* 

(2in-l)mi (2m-l)ffu. 



*\ e 2K' „ -2m-l /'- -* -'*-" -^"'--X 



K' 

(2m-l)7ru (2m-l)^ru 



1+e 

/TU 
~2K' a, p 2ni-l 

' l+e K ' 

7TU 



(««.«.u-^-î^.+ ^-t)-. ^f -'- +e - -* 



/ — -, maru mTCu. J 

i+. * 

Les trois premières formules sont des formules purement trigonométri- 

Kx 
ques. Si Ton y pose u — — , on peut les réduire à la forme: 

(10) X q-sinCn^— ^- + -„ 

m . « „_, . r (2„-l)x. H+lWÏ' 

(11) r „q» . 8I „(— _- )= T — c _- rq2 , 

» . {2 „-iw a-qw* ) 

(.2) ^ q -. COi (.--._)- i .- ï __^ il 

où q est une quantité quelconque réelle plus petite que l'unité, ou imagi- 
naire dont le module est plus petit que l'unité, et x une quantité quelconque. 
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X X 

Si Ton multiplie l'équation (11) par sin (-•--)» l'équation (12) par cos (-■-), 



'2 
et qu'on . en cherche la différence, on trouvera de plus : 

oo C08 X ~~" Q 

(13) Z tt q— 1 cos(nx) =7—= -. — ;;, et de là: 

1 1 — 2q cos x + q* 



(") , a - ... - , 3 - 1 + 2 -S„ q° cos (nx). 



i-q* 

1 — 2q cosx + q 2 

A laide des formules (11), 12) et (14) on peut réduire les formules 
(4), (5) et (6) à la forme: 

(15) ^««-^i+A^.oo^)}, 



-/,-v 2tc » Kg 2 - 1 ,(2n-l)jr» 

(16) cos am u — k - . -„ 1+q 2— i • cos C ~~2K — >' 

/,-, • 2a % V^ 1 . ,(2n — Ujtu. 
( 1 7) sin am u - - R 2. fz^szï • »» C ^ )> 

&«>• Si enfin dans les formules du 52 on pose u -f- K -\- iK' au lieu de u, 
ou, ce qui vaut le même, si dans les formules du paragraphe précédent on , 
pose u -f- K au lieu de u, on trouvera les formules: 

sin am u __ _ Jic » j/g 2 "- 1 f (2n-D«u 

cos am u 2rc » n»Fjf_ J2n-l)wu 

(3j J^T^-kK-/ 1 - !^- ^ -2K _) ' 



(4) 
(5) 
(6) 



(2m-l)xu (2m— D?ru 

^/am 

(2m-l)jru (2m-l)xu 



_= _ - z _ S ( _i )m Kp 2 "-' / e — ïg-- +e ii^-\ 

«u k'K'T 4 1}, i~ P 2'»-il e +e ; : 

iaœ» kk'K' 7 ml " J "l-f-p 2 



sin am u « » l/p 2 "- 1 / : ~ "j^ _ ~ 2K' \ 

:'K' 7 ml " 1} ï+p^-V e ^ ' 



J, 



mzu mira \ 
>u • TC » «°S. P m / ~~k~> — i k 7- \\ • 

ru---2kKM 1 + 2 f ( - 1) "Tf?"»-( e +e )V 



OO. De même que dans la théorie des fonctions trigonom étriqués outre les 
deux fonctions principales sin u et cos u, on considère encore les quatre fonc- 
tions: . ,' -.- - , — , — , de même dans la théorie des fonctions ellip- 
sin u 7 sin u 1 cos u cos u r 

tiques outre les trois fonctions principales: sinamu, cosaniu et iamu, on 
considère les quinze fonctions: 

1 cos am u J am u 

sin am u ' sin am u 
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sin am u 



cos am u ' 


cos am u ' cos am u * 




1 


sin am u cos am u 




iamu' 


J am u ' .iamu 1 




cos am u . z/ am u sin am u . J am u sin am u . cos am u 


sin am u 


cos am u 1 


j/amu ' 


sin am u 


cos am u 


iamu 



cosamu.iamu 1 sinamu.^arau 1 sinamn.cosamn 
Dans les paragraphes précédents nous avons donné les développe- 
ments de ces dix-huit fonctions en séries infinies de deux manières différentes 
en fonctions de p, et de même en fonctions de q, donc en tout soixante- 
douze formules différentes. De plus nous avons trouvé des développements 
des trois fonctions principales, sin ara u, cosamu, iamn, en produits d'une 
nombre infini de facteurs en fonctions de p et en fonctions de q, donc 
six formules différentes. En tout les paragraphes précédents contiennent donc 
soixante-dix-huit formules différentes. 

** • • Des formules précédentes on peut déduire le développement en série 
infinie de l'amplitude de u en remarquant que : am u — / iamu.du. 

o 

Si l'on substitue ici la valeur de iamu donnée par la formule (8) 
du 39, on trouvera: 

7t\X TCU 7UU 

(1) amu=-y^-2arctange" 2 ^-f 2%, arctang (j^/e^-e"^')). 

En substituant la valeur de iarau donnée par la formule (6) du 
40 on trouvera: 

(2) am u = u+2 \ (-1)» { 1±£^. g. arc tang (i^ . tang(g)) }. 

En substituant la valeur de iamu donnée par la formule (7) du 54 
on trouvera: 

7TU 

(3) amu= 2 arc tang e 2K ' — 



(2m-l)7ru (2m-l)7ru 

. 2m-l 



P 2 "" 1 (. 2K' _ . 2K^ \ 



Enfin en substituant la valeur de iamu donnée par la formule (15) 
du 54 on trouvera: 

(4)a m u = 2 1 +2^-. ï ^- 2n .s»n(-). 



